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Об информационном регулировании  
потоков автомобильного транспорта

Баушев А. Н.
Петербургский государственный университет 
путей сообщения Императора Александра I 

Санкт-Петербург, Россия 
banban2008@yandex.ru

Аннотация. Предложен метод решения задачи о построе-
нии потока минимальной стоимости с нелинейной функцией 
стоимости. Метод заключается в сведении к задаче с линейной 
функцией стоимости в некоторой вспомогательной мультисети, 
структура которой определяется видом целевой функции в ис-
ходной задаче.

Ключевые слова: потоки в сетях, построение потока, мини-
мальная стоимость, эквивалентность экстремальных задач.

ВВедение

Интенсивное развитие коммуникационных и информаци-
онных технологий породило новые способы регулирования 
автотранспортных потоков. Появление в автомобилях навига-
ционного оборудования и использование интернета позволяет 
водителю оценить текущее состояние сети дорог и выбрать 
маршрут движения с учётом этого состояния. Более того, 
воспользовавшись, например, услугами компании Яндекс, 
водитель может в готовом виде получить оптимальный по 
времени маршрут следования и ввести его в свой навигатор.

Однако алгоритм последовательного поиска скорейшего 
маршрута может привести к далеко не оптимальному потоку, 
если в качестве критерия оптимальности выбрано суммар-
ное (или среднее по потоку) время движения от начальной 
до конечной точки маршрута. Среднее время перемещения 
потока по участкам транспортной сети очевидно зависит от 
величины потока на них. Эту зависимость необходимо учи-
тывать при оптимальном распределении потока по маршру-
там следования.

Сказанное иллюстрирует искусственный пример (рис. 1), 
где первое число на дуге обозначает среднее время пере-
мещения потока величины 1θ = , а второе – среднее время 
перемещения потока величины 2θ ≥  .

1 s u x v y tµ = → → → → → ; 1( ) 5;τ µ =

2 s x y tµ = → → → ; ( )2 3 2 10 15τ µ = + + =  .

Суммарное время перемещения составит 20, а среднее 
по потоку – 10.

Однако перемещение единичных потоков по путям 
3 s x y tµ = → → →  и 4 s u v tµ = → → →  даёт суммарное 

время 12 и среднее по потоку – 6.
Приведённый пример наводит на мысль, что для интен-

сивного потока автотранспорта следует использовать «пакет-
ный» подход к удовлетворению запросов водителей на опти-
мальный маршрут перемещения по сети дорог. В течение 
некоторого (малого) интервала времени собираются запросы 
от водителей, затем определяется величина θ перемещаемого 
потока. Далее находится оптимальное распределение этого 
потока по возможным маршрутам следования от пункта за-
проса до пункта назначения.

Математическая модель возникающей при этом оптими-
зационной задачи имеет вид

 ( ) ( ( )) min,a
a A

a θ
∈

τ ϕ = τ ϕ → ϕ∈ Φ∑ ,  (1)

где θΦ  – множество всех потоков в двухполюсной транс-
портной сети ,X AΓ = , которые имеют величину θ; ( )aϕ  – 
величина потока на дуге a A∈ ; aτ – функция, описывающая 
зависимость времени перемещения по дуге a от величины 
потока.

Если

 ( ) ; 0,a aτ ϕ = γ ϕ ϕ ≥   (2)

где aγ – фиксированные числа, заданные на дугах сети, то 
задача (1) является классической задачей построения потока 
минимальной стоимости в транспортной сети, алгоритмы 
решения которой хорошо известны [5]. Однако для потоков 
автотранспорта функция (2), очевидно, неадекватно описы-
вает фактическую зависимость. Более адекватной представ-
ляется функция

 
0, 1,

( )
( 1), 1.a

a a

ϕ <
τ ϕ = β + γ ϕ − ϕ ≥

если

если
  (3)

Слагаемое aβ  в (3) соответствует времени перемещения 
единичного потока по дуге при полностью свободном соответ-
ствующем участке дорожной сети. При этом 0, 0a aβ > γ ≥  .

Функция (3) является частным случаем более общей за-
висимости времени перемещения по участку дорожной сети 

Рис. 1. Двухполюсная транспортная сеть

Рассмотрим задачу перемещения потока величины 2θ =  
из узла s в узел t по сети (рис. 1). Применяя алгоритм по-
следовательного поиска кратчайшего по времени пути, на-
ходим:
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от величины потока на нём, графически представленной на 
рис. 2.

Настоящая статья посвящена описанию алгоритма ре-
шения задачи (1) с целевой функцией, слагаемые которой 
имеют вид (3). Предлагаемый подход к решению основан 
на сведéнии этой задачи к классической задаче построения 
потока минимальной стоимости в некоторой вспомогатель-
ной мультисети. Аналогичный метод можно применять и для 
решения задачи (1) с более сложными целевыми функциями, 
в частности, с целевой функцией, слагаемые которой имеют 
вид, представленный на рис. 2. Однако во избежание гро-
моздкости описания соответствующей конструкции мы огра-
ничимся изложением метода для указанного частного случая.

Узлы s и t двухполюсной транспортной сети называют 
также полюсами сети, остальные узлы – промежуточные.

В практических ситуациях, не нарушая общности, всегда 
можно считать, что пропускная способность дуги либо вы-
ражается целым неотрицательным числом, либо равна +∞ .

Функция ϕ, заданная на дугах транспортной сети 
, ,X A cΓ = , называется (допустимым) потоком в этой сети, 

если для любой дуги a A∈  выполняются неравенства

 0 ( ) ( )a c a≤ ϕ ≤   (4)

и для любого промежуточного узла x выполняется условие 
баланса между общим потоком, «втекающем» в узел, и об-
щим потоком, «вытекающим» из узла:
  

( ) ( )
( ) ( )

a A x a A x
a a

− +∈ ∈
ϕ = ϕ∑ ∑ .  (5)

Из соотношений (5) вытекает равенство

  
( ) ( )

( ) ( )
a A t a A s

a a
− +∈ ∈

ϕ = ϕ∑ ∑  .  (6)

Общее значение сумм в равенстве (6) называется вели-
чиной потока.

Множество дуг a A∈ , для которых ( ) 0aϕ > , называется 
носителем потока ϕ. Целочисленный поток ϕ, имеющий еди-
ничную величину, называется единичным. Носитель единич-
ного потока в двухполюсной транспортной сети представляет 
собой некоторый путь µ от источника к стоку в графе G. Еди-
ничный поток с носителем µ мы будем обозначать Iµ .

Любой поток в двухполюсной транспортной сети может 
быть представлен как

 
11 kkI Iµ µϕ = θ ⋅ +…+ θ ⋅ ,  (7)

где 1, , kµ µ  – некоторые пути от источника к стоку, а вели-
чины 1, , kθ θ  положительны и их сумма равна величине 
потока θ .

Отметим, что целочисленные потоки, имеющие величину 
θ, можно представить выражением (7) либо

 
1 1

I
m

I I I
θπ π δ δϕ = + + + + +  ,  (8)

где 1, , θπ π  – простые (т. е. не содержащие циклов) пути от 
источника к стоку, а 1, , mδ δ – контуры (т. е. простые ори-
ентированные циклы). При этом как в последовательности 

1, , θπ π , так и в последовательности 1, , mδ δ , если послед-
няя не пуста, возможны повторения [1].

Как отмечено во введении, предлагаемый метод решения 
задачи (1) заключается в её замене на эквивалентную класси-
ческую задачу построения потока минимальной стоимости 
в некоторой вспомогательной мультисети. Опишем кратко 
постановку и используемый нами метод решения класси-
ческой задачи.

Предположим, что на множестве дуг транспортной сети 
, ,X A cΓ =  определена ещё одна функция γ, значение ко-

торой γ (a) на дуге a интерпретируется как стоимость пере-
мещения единичного потока по этой дуге.

Пусть θΦ  обозначает множество допустимых потоков в 
сети Γ, имеющих величину θ. Величина

 ( ) ( ) ( )
a A

a a
∈

γ ϕ = γ ϕ∑   (9)

называется стоимостью потока ϕ, а экстремальная задача

Рис. 2. Зависимость времени перемещения по участку сети

ПредВарительные сВедения

В этом разделе приведем сведения о потоках в сетях и об 
эквивалентности экстремальных задач, которые необходимы 
для понимания дальнейшего изложения [1, 2].

Пусть ,G X A= – ориентированный граф. В этой за-
писи X обозначает множество вершин графа G, а A – множе-
ство дуг. Для вершины x X∈ символ ( )A x−  будет обозна-
чать множество всех дуг, для которых вершина x является 
конечной, а символ ( )A x+  – множество всех дуг, для кото-
рых вершина x является начальной.

Если каждой дуге a A∈  поставлено в соответствие неко-
торое число или специальный символ ( )c a , то граф G на-
зывается ориентированной сетью, а вершины графа – узлами 
сети. Обычно в качестве специального символа в зависимо-
сти от контекста решаемой задачи используют символы ±∞
с естественной интерпретацией этих символов. Для обозна-
чения сети применяется запись , ,X A cΓ =  .

Ориентированная сеть , ,X A cΓ =  называется двухпо-
люсной транспортной сетью, если:

1) существует единственный узел s X∈ , называемый 
источником, для которого ( )A s− =  ∅;

2) существует единственный узел t X∈ , называемый 
стоком, для которого ( )A t+ =  ∅;

3) каждый узел сети лежит на некотором пути от источ-
ника к стоку;

4) для каждой дуги a A∈  задана величина ( ) 0c a ≥ , на-
зываемая пропускной способностью дуги a .

τa(ϕ)

0             1     α1           α2       α3        αn         ϕ

β3

β2

β1
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 ( ) min, θγ ϕ → ϕ∈ Φ   (10)

называется задачей о построении потока величины θ, имею-
щего минимальную стоимость.

К задаче (10) могут быть сведены многие экстремаль-
ные задачи транспортного типа. В настоящее время известно 
несколько алгоритмов ее решения [5, 6]. Мы используем для 
этого классический алгоритм Басакера – Гоуэна [4].

В алгоритме Басакера – Гоуэна поток последовательно 
увеличивается (с нулевого потока) таким образом, что по за-
вершении каждой итерации получается поток минимальной 
стоимости. Если в какой-то момент осуществление следую-
щей итерации становится невозможным и при этом величина 
построенного потока меньше заданной величины θ, то это 
означает, что задача (10) не имеет решения, т. е. величина 
θ больше пропускной способности рассматриваемой сети. 
В противном случае итерации продолжаются до тех пор, 
пока нужное количество θ не будет переправлено.

В процессе алгоритма исходная сеть дополняется вспо-
могательными дугами, ориентация которых противоположна 
ориентации соответствующих дуг исходной сети. Дуги ис-
ходной сети при этом называются прямыми, а вспомогатель-
ные дуги – обратными. Значение пропускной способности 
на обратной дуге полагается равным значению потока на 
соответствующей прямой дуге, а значение пропускной спо-
собности прямой дуги заменяется значением её остаточной 
пропускной способности.

Значение стоимости транспортировки единичного по-
тока по обратной дуге полагается равным значению этой 
величины на прямой дуге, взятому с противоположным зна-
ком. Если на каком-то шаге происходит насыщение прямой 
дуги, то значение стоимости транспортировки единичного 
потока по ней полагается равным +∞, а если происходит 
насыщение обратной дуги (т. е. поток на прямой дуге стано-
вится нулевым), то эта дуга удаляется из сети. Построенная 
таким образом сеть называется модификацией исходной сети 
относительно протекающего в ней потока или, по термино-
логии [1], графом приращений.

Итерационная процедура алгоритма представляет собой 
последовательность таких шагов:

1) найти путь минимальной стоимости от источника к 
стоку в модифицированной сети;

2) определить пропускную способность пути, найденного 
на предыдущем шаге, т. е. остаточную пропускную способ-
ность дуг, входящих в рассматриваемый путь, минимальной 
величины;

3) определить минимальную величину пропускной спо-
собности пути и разность между заданным значением θ и 
величиной построенного до этого потока;

4) увеличить поток на прямых дугах рассматриваемого 
пути на величину, найденную на шаге 3, а поток на прямых 
дугах исходной сети, соответствующих обратным дугам 
пути, уменьшить на эту величину;

5) пересчитать пропускную способность и стоимость 
транспортировки единичного потока на дугах, соответству-
ющих рассматриваемому пути, согласно описанным ранее 
правилам;

6) если на предыдущих шагах поток требуемой величины 
построен, то алгоритм останавливается, в противном случае 
процесс возвращается к шагу 1 с новым значением потока и 
с новой модификацией исходной сети.

Можно показать [1], что в результате применения ите-
рационной процедуры, состоящей из шагов 1–6, будет либо 
построено решение задачи (10), либо обнаружено, что задача 
не имеет решения. Отметим, что отсутствие решения у за-
дачи обнаруживается на шаге 1 в ситуации, когда величина 
построенного до этого потока меньше заданной, и при этом 
отсутствуют пути от источника к стоку с конечным значени-
ем стоимости транспортировки единичного потока по ним.

В настоящее время известны более быстрые алгоритмы 
построения потока минимальной стоимости в классическом 
случае [3], однако алгоритм Басакера – Гоуэна обладает ря-
дом несомненных достоинств, из которых мы отметим два 
свойства, важных для излагаемого нами метода:

1) алгоритм применим в случае, когда вместо транспорт-
ных сетей рассматриваются транспортные мультисети, для 
которых аналогично задаче (10) ставится соответствующая 
задача;

2) поток, построенный по завершении каждой итерации 
алгоритма, состоящей из шагов 1–6, имеет минимальную 
стоимость среди стоимости всех допустимых потоков, вели-
чина которых равна величине построенного потока.

Возможность применять различные математические мо-
дели для решения задач оптимизации дает понятие эквива-
лентности экстремальных задач.

Пусть X и Y – произвольные непустые множества, f и 
g – числовые функции, заданные на множествах X и Y, со-
ответственно. Экстремальные задачи

 ( ) min,f x x X→ ∈   (11)

и

 ( ) min,g y y Y→ ∈   (12)

называются эквивалентными, если существуют отображения 
:p X Y→  и :q Y X→  такие, что:
1) ( ( )) ( )g p x f x=  для любого x X∈ ;

2) ( ( )) ( )f q y g y=  для любого y Y∈  .

Экстремальные задачи с пустыми множествами ограни-
чений по определению считаются эквивалентными.

Если отображения p и q указаны явно, то задачи (11) и 
(12) также называются (p,q)-эквивалентными.

Ясно, что эквивалентные задачи одновременно разреши-
мы или неразрешимы. При этом если задачи (11) и (12)  
(p,q)-эквивалентны и x∗  является решением задачи (11), то 

( )y p x∗ ∗=  – решение задачи (12), и наоборот: если y∗  – ре-
шение задачи (12), то ( )x q y∗ ∗=  – решение задачи (11).

ОПисание метОда

Пусть ,X AΓ =  – двухполюсная транспортная сеть в 
задаче (1); s – источник сети; t – сток, а пропускные способ-
ности дуг неограниченны (равны +∞ ). Построим двухполюс-
ную транспортную мультисеть , ,Y B c∆ =  следующим об-
разом. В качестве множества узлов мультисети возьмём то же 
множество, что и в сети Г, т. е. положим Y X= , а каждую дугу 
a A∈  сети Г представим в мультисети ∆ парой дуг (1) (2)( , )b b , 
начальный и конечный узлы которых совпадают, соответ-
ственно, с начальным и конечным узлом дуги a. Для каждой 
дуги a сети Γ в качестве пропускных способностей соответ-
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ствующих дуг мультисети положим (1) (2)( ) 1, ( )c b c b= = +∞ , 
а в качестве стоимости транспортировки единичных потоков – 

( )(1) (2)( ) , ( ) ab a bδ = β δ = γ , где числа ( )aβ  и ( )aγ  фигури-
руют в формуле (3).

Пусть ( )a a A∈Τ = τ  – семейство функций, каждая из ко-
торых имеет вид (3).

Поток ψ  в мультисети , ,Y B c∆ =  будем называть 
Т-ранжированным, если из условия (1)( ) 1bψ ≤  следует 

(2)( ) 0bψ = , а из условия (2)( ) 0bψ >  следует (1)( ) 1bψ =  .
Пусть Τ

θΨ  – множество всех Τ-ранжированных потоков 
величины θ в мультисети ∆. Рассмотрим оптимизационную 
задачу

 ( ) ( ) ( ) min,
b B

b b Τ
θ

∈
δ ψ = δ ψ → ψ ∈ Ψ∑ .  (13)

Покажем, что задачи (1) и (13) эквивалентны.
Пусть φ – поток величины θ в задаче (1). Построим поток 

ψ в мультисети ∆, определив его по соответствию между 
парами (1) (2)( , )b b  дуг мультисети и дугами a A∈  исходной 
сети, следующим образом:

( )
0, ( ) 0, 1, 2;

( ) 1, ( ) 0, 1;
( ) 1, ( ) 0, 2.

i
a i

b a i
a a i

ϕ = =
ψ = ϕ > =
ϕ − ϕ > =

если

если

если

Мы видим, что ψ – поток величины θ и что Τ
θψ ∈ Ψ . По-

ложим ( )p ϕ = ψ  .
Пусть теперь ψ – Т-ранжированный поток величины θ в 

мультисети ∆, (1) (2)( , )b b  – пара дуг мультисети, соответ-
ствующая дуге a A∈ . Определим поток ϕ в сети Γ равен-
ством

(1) (2)( ) ( ) ( )a b bϕ = ψ + ψ  .

Таким образом, φ – поток величины θ в сети Г. Положим 
( )q ψ = ϕ  .

Если ( )p ϕ = ψ , то 

(1) (2)

(1) (1) (2) (2)( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b B b B

b b b b
∈ ∈

δ ψ = δ ψ + δ ψ =∑ ∑

( ) ( )
, ,

0 0

( ) 1 ( )( ( ) 1) ( ) ( ).a
a A a A a A

a a

a a a
∈ ∈ ∈

ϕ > ϕ >

= β ⋅ + γ ϕ − = τ ϕ = τ ϕ∑ ∑ ∑

Если ( )q ψ = ϕ , то аналогично ( ) ( )τ ϕ = δ ψ . Таким обра-
зом, задачи (1) и (13) эквивалентны.

Для решения задачи (13) можно применить алгоритм Ба-
сакера – Гоуэна, если его модифицировать таким образом, 
чтобы потоки, полученные по завершении каждой итерации, 
были Τ-ранжированными. Модификация заключается в том, 
что для каждой пары дуг (1) (2)( , )b b  мультисети обратная 
дуга проводится только к одной дуге из этой пары.

При этом если (2)( ) 0bψ > , то проводится дуга, обратная 
к дуге ( )2b , а дуга, обратная к дуге ( )1b , удаляется из сети. 
Дуга, обратная к дуге ( )1b , существует в том и только в том 
случае, когда она насыщена, а поток по дуге ( )2b  равен нулю. 
Значения пропускных способностей и стоимости на обрат-
ных дугах определяются так же, как в первоначальном вари-
анте алгоритма Басакера – Гоуэна. Несложно убедиться, что 

после такой модификации потоки, полученные по заверше-
нии каждой итерации, будут Т-ранжированными.

Отметим, что если для поиска кратчайшего пути в ори-
ентированной сети с весами дуг произвольных знаков при-
менятся алгоритм Беллмана – Мура [7], то время работы 
описанного алгоритма оценивается сверху величиной 

( )O mnθ⋅ , где m – число дуг в исходной сети; n – число 
узлов; θ – величина потока.

Пример

Проиллюстрируем работу алгоритма построением опти-
мального потока величины θ = 2 в транспортной сети, изо-
бражённой на рис. 1. Зависимость времени перемещения 
по дугам сети от величины перемещаемого по ним потока 
имеет вид, представленный на рис. 3.

Рис. 3. Зависимость времени перемещения по дуге от величины потока

Несмотря на то, что зависимость ( )aτ ϕ  в рассматривае-
мом случае имеет вид, отличный от (3), описанный нами 
метод применим, как утверждалось во введении, и в этом 
случае.

Каждую дугу a исходной сети представим в мультисети 
тремя дугами: ( ) ( ) ( )1 2 3, ,b b b . Дуга ( )1b отвечает скачку в точке 
1, её пропускная способность равна 1, а стоимость транспор-
тировки единичного потока – 1β . Дуга ( )2b  отвечает скачку в 
точке 2, её пропускная способность равна 1, а стоимость 
транспортировки единичного потока – 2β . Дуга ( )3b  отвечает 
линейному участку графика на множестве { }2ϕ ≥ , 
её пропускная способность равна +∞ , а стоимость транс-
портировки единичного потока равна нулю. Поскольку рас-
сматриваются только целочисленные потоки, линейный 
участок графика на множестве { }1 2≤ ϕ <  игнорируется.

Индексы дуг мультисети в соответствующей триаде бу-
дем называть рангами в представлении дуги исходной сети. 
Поток в мультисети называется ранжированным, если поло-
жительный поток по дугам более высокого ранга возможен 
только в том случае, когда дуги меньшего ранга насыщены. 

Отметим, что при программной реализации алгоритма 
операция удаления дуги происходит через замену стоимости 
транспортировки единичного потока по ней на +∞  так, что 
поиск кратчайшего пути (шаг 1) фактически осуществляет-
ся в подсети, образованной дугами, для которых указанные 

τa(ϕ)

0           1            22                                        ϕ

β2

β1

β1

β1 + β2
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величины не равны +∞ . Эту подсеть мы будем называть 
несущей подсетью мультисети. Несущая подсеть обновля-
ется после каждой итерации.

На рис. 4–6 показаны несущие подсети, возникающие 
в процессе применения алгоритма для построения опти-
мального потока величины θ = 2 в транспортной сети, изо-
бражённой на рис. 1. На рис. 4 первое число на дугах – 
стоимость транспортировки единичного потока, второе – 
пропускная способность, третье (в скобках) – ранг дуги в 
мультисети. Путь 1 s u x v y t∗µ = → → → → →  – кратчай-
ший. Время транспортировки единичного потока по этому 
пути равно 1( ) 5∗τ µ = .  На рис. 5 кратчайший путь 

2 s x u v x y v t∗µ = → → → → → → → . Время транспорти-
ровки единичного потока по этому пути равно 2( )∗τ µ  = 
= 3 – 1 + 2 – 1 + 2 – 1 + 3 = 7. Суммарное время движения 
оптимального потока равно 1 2( ) ( )∗ ∗τ µ + τ µ  = 5 + 7 = 12. На 
рис. 6 по прямым дугам, для которых имеются обратные 
дуги, течёт единичный поток.

Рис. 4. Несущая подсеть перед началом 1-й итерации

Рис. 5. Несущая подсеть перед началом 2-й итерации

Рис. 6. Несущая подсеть после завершения 2-й итерации

Заключение

Задача построения потока минимальной стоимости в 
транспортной сети играет важную роль в решении про-
блемы оптимизации транспортных потоков. В интересных 
для практики случаях целевые функции в соответствующей 
задаче оказываются нелинейными, что не позволяет непо-
средственно использовать классические алгоритмы для её 
решения. Однако если целевая функция имеет аддитивную 
структуру, то задача построения потока минимальной стои-
мости оказывается эквивалентной классической задаче для 
некоторой специальным образом сконструированной транс-
портной мультисети.
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Аннотация. Предлагается способ расчета среднего времени 
ожидания заявок разных типов в многоканальных системах 
обслуживания с абсолютным и относительным приоритетами, 
основанный на применении инвариантов отношения. Результа-
ты сопоставляются с данными имитационного моделирования 
многоканальных приоритетных систем с произвольным рас-
пределением длительности обcлуживания, аппроксимируемым 
распределениями Эрланга и гиперэкспоненциальным.

Ключевые слова: многоканальная система массового обслу-
живания, приоритет, инварианты отношения.

ВВедение 
Системы обслуживания любого рода (технические и 

организационные) и назначения (производственные и ин-
формационные системы на транспорте, передача данных, 
здравоохранение, бытовое обслуживание, охрана обществен-
ного порядка, военное дело) время от времени нуждаются 
в профилактическом осмотре, проведении регламентных и 
ремонтных работ, а их персонал – в отдыхе.

Необходимость непрерывно выполнять ответственные 
функции, хотя бы и с уменьшенной производительностью, 
определяет применение многоканальных систем обслужива-
ния. Такие системы, особенно в период функционирования 
в неполном составе, эксплуатируются в режиме, близком к 
насыщению, поэтому для достижения приемлемой оператив-
ности обслуживания хотя бы по наиболее важным заявкам 
приходится вводить приоритеты.

Теория многоканальных систем обслуживания с приори-
тетами до настоящего времени практически разработана сла-
бо. В статьях на эту тему задаются серьезные ограничения, 
как правило, предполагается экспоненциальное и к тому же 
одинаковое распределение времени обслуживания для всех 
типов заявок, см. например [9, 10, 12–14, 16, 18]).

Важный вопрос при исследовании приоритетных си-
стем – установление характеристик распределения периода 
занятости, см. например [20]. На этой основе удается рас-
считать средние характеристики времени ожидания и пребы-
вания заявок в многоканальных приоритетных системах.

В частности, в работах [6, 15] предложены численные 
решения для расчета среднего времени ожидания и пребы-

вания заявок в многоканальных системах с абсолютным и 
относительным приоритетом и с неоднородными классами 
заявок.

В [5] намечена свободная от названного выше ограниче-
ния схема решения задачи для средних значений ожидания 
(пребывания) в системе заявок каждого вида и демонстри-
руются удовлетворительные результаты ее применения. 
Однако существенными элементами этой схемы являются 
эвристики, полученные по результатам имитационного мо-
делирования, не гарантирующие достаточной точности.

Ниже предлагается более надежная методика приближен-
ного численного расчета средних значений в n-канальной 
системе обслуживания с абсолютным (прерыванием с до-
обслуживанием) и с относительным приоритетом. Методи-
ка основана на применении инвариантов отношения [1] и 
верифицируется с помощью имитационных моделей. Типы 
заявок нумеруются в порядке убывания приоритетов.

инВарианты теОрии Очередей 
Согласно определению из [1], под инвариантами теории 

очередей понимают соотношения, определяемые не распре-
делениями в целом, а некоторым количеством их начальных 
моментов. К примеру, инвариантом является формула По-
лячека – Хинчина для среднего времени ожидания заявок 
в системе M/G/1 

2

1
,

2(1 )
bw
b

λ
=

− λ
 

где λ  – интенсивность входящего потока; { }ib  – начальные 
моменты распределения длительности обслуживания, а так-
же формулы Литтла, связывающие средние длину очереди 
и число заявок в системе со средним временем ожидания и 
пребывания в системе, соответственно. С другой стороны, 
параметр ω, определяющий геометрическое распределение 
числа заявок перед прибытием очередной заявки в систему 
GI/M/1 

(1 ) ,k
kπ = − ω ω  

задается уравнением 

Работа поддержана грантом РФФИ 10-08-00906-а  и программой фундаментальных исследований ОНИТ РАН (проект 2.3).
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 (1 )

0
( ),te dA t

∞
−µ −ωω = ∫   (1) 

где A(t) – распределение интервалов между смежными заяв-
ками; µ  – параметр экспоненциального распределения обслу-
живания. Следовательно, ω  зависит от распределения A(t) в 
целом, а не от конечного числа его моментов, и уравнение (1) 
инвариантом в указанном выше смысле не является.

Можно отметить некоторые современные работы, по-
священные рассмотрению инвариантов отношения теории 
массового обслуживания. В [7] исследуются инвариантные 
характеристики хвостов стационарного распределения вре-
мени ожидания в системе массового обслуживания (СМО) 

/ /1/ , / /1/M M G G∞ ∞ , определяемых субэкспоненциаль-
ными распределениями.

В [16] устанавливаются аналоги с большими отклоне-
ниями квазиобратимости класса процессов поступления 
заявок для систем / /1/M• ∞. В работе [11] сравниваются 
свойства дуальных процессов Рамасвами и Брайта, показано, 
что последние обладают положительными свойствами, ко-
торые могут использоваться при разработке алгоритмов для 
анализа GI/M/1 и M/G/1.

Приведем еще несколько инвариантов из теории одно-
канальных приоритетных систем обслуживания, которые 
будут использованы в дальнейшем. В случае относительного 
(без права прерывания) приоритета среднее время ожидания 
начала обслуживания заявки j-го приоритета 

 ,21

1
, 1, .

2(1 )(1 )

k
i ii

j
j j

b
w j k

R R
=

−
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= =

− −
∑   (2) 

Здесь кумулянтный коэффициент загрузки ,1
1

j

j i i
i

R b
−

= λ∑  . 

Аналогичной формулой с ограничением суммирования в чис-
лителе верхним индексом j дается среднее время ожидания 
j-заявки в той же системе / /1k kM G

 

 с абсолютным приори-
тетом и дообслуживанием прерванной заявки. В этом случае 
ко времени ожидания начала обслуживания должна быть до-
бавлена средняя длительность прерываний ,1 1 1/ (1 ),j j jb R R− −−
а для получения среднего времени пребывания – еще и сред-
няя длительность обслуживания ,1jb . Итак, среднее время 
пребывания заявки в системе / /1k kM G

 

 с абсолютным при-
оритетом считается как 

 ,1,21
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Кратко охарактеризуем известные инварианты отноше-
ния многоканальных СМО.

инВарианты мнОгОканальных систем 
К сожалению, перечень инвариантов для многоканальных 

систем обслуживания весьма ограничен. В частности, в [1] 
отмечено, что точная формула для среднего времени ожида-
ния в системе M/G/n не была получена в течение 40 лет, а с 
тех пор прошло еще 39. Еще острее (еще дальше от решения) 
этот вопрос стоит для многоканальных систем с приорите-
тами. В таких случаях для приближенного решения задачи 
можно применить инварианты отношения [1], основанные на 

символических пропорциях для искомых средних показате-
лей. В интересующем нас случае это будет

 
/ // /  .

/ /1 / /1
k k

k k

M G nM G n
M G M G

≈

 

     (4) 

Заметим, что в [1] обсуждается более простой инвариант 
(с обязательным использованием показательных распределе-
ний обслуживания), поскольку к моменту выхода упомяну-
той книги ее авторы не располагали методами расчета немар-
ковских многоканальных систем, исключая метод Кромме-
лина для обслуживания с постоянной длительностью.

Из (4) выводим базовое соотношение 

/ // / / /1 .
/ /1k k k k

M G nM G n M G
M G

≈ ⋅
   

 

Инварианты отношения не слабее прямых инвариантов, 
рассмотренных выше в том смысле, что если верны прямые 
инварианты, то верны и соответствующие инварианты от-
ношения.

реалиЗация инВариантОВ ОтнОшения 
Прежде всего отметим, что символическое равенство (4) 

правдоподобно, но строго не доказано, и точность постро-
енного на его основе алгоритма должна подтверждаться при  
n = 1 согласованием с результатами счета по формулам типа 
(2) и (3), а для n > 1 – c результатами имитационного моде-
лирования.

Ошибка в использовании инвариантов отношения будет 
тем меньше, чем ближе к интересующей нас модели 

/ /k kM G n
 

 будут условия обсчета моделей M/G/1 и M/G/n. 
Возможности численного расчета последней (с применени-
ем фазовых аппроксимаций) появились только в конце 
1970-х годов и, разумеется, должны быть в полной мере ис-
пользованы применительно к суммарной интенсивности по-
тока заявок и к средневзвешенным моментам распределения 
длительности обслуживания. Для сопоставимости результа-
тов среднее время пребывания в одноканальной системе 
считается для уменьшенной в n раз интенсивности потоков 
по формулам (2) и (3).

Для дисциплины с прерываниями наличие заявок с ин-
дексами i > j (типы заявок упорядочены по убыванию прио-
ритетов) никак не скажется на обслуживании заявок j-го типа, 
поэтому расчет упомянутых моделей делается при суммар-

ном потоке интенсивности 
1

j

j i
i=

Λ = λ∑  средневзвешенными 

моментами распределения обслуживания 1
, ,

1
,

j

j m j i m
i

b b−

=
= Λ ∑  

m = 1, 2,...
Практически расчет выполняется для модели 2/ /M H n  

c гиперэкспоненциальным 2-го порядка распределением об-
служивания, параметры которого подбираются по трем 
средневзвешенным моментам. Отметим, что параметры ап-
проксимации в зависимости от коэффициента вариации по-
лученного распределения могут оказаться вещественными, 
комплексными или парадоксальными (одна из вероятностей 
параллельных фаз отрицательна, а другая превышает еди-
ницу). Как показали численные эксперименты, упомянутые 
«псевдопатологии» не влияют на осмысленность конечных 
результатов.
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После упомянутой аппроксимации расчет стационарных 
вероятностей состояний выполняется на основе итераци-
онного метода Такахаси – Таками или методом матрично-
геометрической прогрессии. Оба этих метода со ссылками 
на первоисточники и предложенными многочисленными 
модификациями расчетной схемы описаны в [2].

Через стационарные вероятности состояний можно вы-
числить среднее число заявок в системе (при его расчете 
можно ввести поправку на неограниченность очереди, до-
полнив реально вычисленные вероятности бесконечной 
убывающей геометрической прогрессией). Наконец, сред-
нее время пребывания в системе определяется по формуле 
Литтла.

При обслуживании без прерывания расчетная схема ока-
зывается несколько сложнее. Здесь для системы M/G/n ука-
занным выше способом по интенсивности входящего по-
тока kΛ  и средневзвешенным моментам обслуживания 

1
,

1

k
m k i i m

i
b b−

=
= Λ λ∑  определяют стационарные вероятности и 

через них – среднюю длину очереди. Далее по формуле 
Литтла определяют общее для всех типов среднее время 
ожидания и добавлением к нему средней длительности об-
служивания заявки каждого типа – среднее время их пре-
бывания в системе.

Расчет среднего времени пребывания заявок каждого 
типа в одноканальной системе выполняется аналогично по 
идее, но более просто – с учетом того, что среднее время 
ожидания определяется суммарным потоком и средневзве-
шенными моментами обслуживания через формулу Поляче-
ка – Хинчина. Именно этими соображениями определялся 
отбор формул, включенных в разделы выше.

имитациОнный эталОн 
Для тестирования предложенных алгоритмов на совре-

менном Фортране разработаны программы соответствующих 
имитационных моделей. В модели системы с прерываниями 
на каждую заявку заводили паспорт, отражающий тип за-

явки, момент ее входа в систему, случайную трудоемкость, 
кратность прерываний, начало последнего прерывания дан-
ной заявки и суммарную длительность ее прерываний.

Этот набор сведений ориентирован на дальнейшее со-
вершенствование аналитического метода расчета приоритет-
ных систем. Содержание паспортов заносили в каналы (при 
наличии свободных) или в очереди – раздельно по типам 
заявок по возрастанию моментов прибытия. После каждого 
события каналы переупорядочивали, чтобы «кандидат на 
прерывание» всегда оказывался последним.

Логика модели без прерываний оказалась значительно 
проще и в дополнительных комментариях не нуждается.

численные реЗультаты 
При проведении численных экспериментов базовая ин-

тенсивность входящих простейших потоков трех типов при-
нималась равной {0.222, 0.333, 0.445}, а средняя длитель-
ность обслуживания – {0.45, 0.90, 1.35}. Для получения 
высокого суммарного коэффициента загрузки 0,9, необходи-
мого для иллюстрации вложенных прерываний, интенсив-
ность потоков умножалась на этот коэффициент. Длитель-
ность обслуживания предполагалась подчиненной гамма-
распределению с параметрами формы α = 3 и α = 0,25, что 
соответствовало коэффициентам вариации 0,577 и 2,0. Выс-
шие моменты { }ib  распределений обслуживания вычисля-
лись через первые согласно 

1 1 [1 ( 1) / ], 2,3.i ib b b i i−= ⋅ ⋅ + − α =  

В процессе расчета по этим моментам подбиралась 2H - 
аппроксимация (для первого α  ее параметры оказывались 
комплексными, а для второго – вещественными).

В табл. 1 и 2 приведены результаты расчета среднего вре-
мени пребывания заявок типов 1–3 в системе / /k kM G n

 

 
при относительном и абсолютном приоритетах в сопостав-
лении с результатами имитационных экспериментов. Моде-
ли прогоняли до обработки 300 тыс. заявок первого типа.

Таблица 1 
Относительный приоритет 

Тип Метод
n = 1 n = 3 n = 5

1 2 3 1 2 3 1 2 3

E3

Имит. 1,195 2,057 11,992 0,716 1,326 4,520 0,607 1,159 3,082

Инвар. 1,192 2,059 11,931 0,680 1,260 4,634 0,579 1,102 3,195

H2

Имит. 3,203 5,180 37,517 1,093 2,099 12,540 0,757 1,518 7,672

Инвар. 3,233 5,246 41,028 1,276 2,189 13,121 0,888 1,584 7,599

Таблица 2 
Абсолютный приоритет 

Тип Метод
n = 1 n = 3 n = 5

1 2 3 1 2 3 1 2 3

E3

Имит. 0,488 1,313 12,743 0,450 0,948 4,865 0,450 0,911 3,296

Инвар. 0,480 1,313 12,689 0,450 0,826 4,846 0,450 0,799 3,407

H2

Имит. 0,560 2,186 35,197 0,449 1,022 11,652 0,450 0,924 7,163

Инвар. 0,561 2,204 41,786 0,451 0,894 13,332 0,450 0,811 7,791
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Из приведенных таблиц можно сделать следующие вы-
воды.

1. Расхождение результатов «инвариантного» счета и 
имитационного моделирования обычно не превышает 15 %, 
что свидетельствует о корректности как расчетных схем обо-
их сравниваемых подходов, так и реализующих их компью-
терных программ.

2. Упомянутая корректность дополнительно подтверж-
дается качественным соответствием результатов разумным 
ожиданиям – уменьшением по числу каналов среднего вре-
мени пребывания и его разброса по типам заявок, а также 
заметным увеличением этого разброса при переходе от от-
носительных к абсолютным приоритетам. При увеличении 
числа каналов (и сохранении коэффициента загрузки) вслед-
ствие уменьшения ожидания среднее время пребывания в 
системе более приоритетных заявок стремится к средней 
длительности обслуживания (в случае абсолютных приори-
тетов – заметно быстрее).

3. Расхождение результатов допустимо в очень широком 
диапазоне коэффициентов вариации распределений дли-
тельности обслуживания (в рассмотренных примерах – от 
0,577 до 2,0) и не обнаруживает тенденции к росту при уве-
личении числа каналов.

Заключение 
Разработанный метод опирается на максимальную при-

ближенность опорных вариантов к обсчитываемой ситуа-
ции и дифференцированный учет влияния вида приоритетов. 
Так, для относительного приоритета по методу инвариантов 
вычислялось среднее время ожидания, к которому затем при-
бавлялось достоверно известное среднее время обслужива-
ния. Поэтому результаты счета для относительного приори-
тета согласуются с имитационным моделированием заметно 
лучше, чем для абсолютного. Таким образом, инварианты 
отношения следует применять для оценки только той части 
результирующей величины, которая не может быть вычис-
лена точно.

Основная доля трудоемкости метода приходится на рас-
чет модели 2/ /M H n, повторяемый для абсолютного при-
оритета по числу типов заявок, а для относительного прио-
ритета – однократно. Выполненные автором модификации 
итерационного метода Такахаси – Таками и метода матрично-
геометрической прогрессии [2] резко снизили эту трудоем-
кость.

Предложенная в настоящей статье схема использования 
инвариантов отношения, в отличие от [1], опирается не на 
приближенные оценки средней длины очереди, а на надеж-
ные численные алгоритмы. Она позволяет с достаточной 
для практических целей точностью рассчитывать среднее 
время пребывания заявок в многоканальной приоритетной 
системе с произвольными распределениями длительности 
обслуживания.

Схема избавляет от необходимости имитационного мо-
делирования, трудоемкого как на этапе программирования, 
так и в процессе счета (обсуждаемая в статье имитационная 
модель использовалась только для верификации расчетных 
методик). Попутно отметим, что популярные системы моде-
лирования типа GPSS для одноканальных систем не допуска-
ют вложенных прерываний, а прерывания многоканальных 
систем не позволяют моделировать вообще.

Дальнейшие исследования по разработке инвариантов 
отношения, на наш взгляд, целесообразно продолжить в сле-
дующих направлениях:

• для приоритетных систем массового обслуживания по-
вышенной сложности, например, с вероятностным выталки-
вающим механизмом [21];

• многоканальных систем массового обслуживания по-
вышенной сложности, например, с ограниченным временем 
пребывания заявок [3];

• нестационарных систем массового обслуживания с 
конечным источником заявок и распределениями фазового 
типа [8];

• разомкнутых и замкнутых немарковских моделей сетей 
массового обслуживания [4].
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Abstract. A method of calculating the average waiting time 
for various types of applications in multi-channel queuing systems 
with absolute and relative priorities, based on the application of 
the invariants of relations are proposed. The results are compared 
with data simulation of multi-channel priority systems with arbi-
trary distribution of the duration of service approximated by Erlang 
distribution and Hyperexponential.
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Аннотация. Рассматривается алгоритм рекурсивной само-
организующейся карты (Recursive Self Organizing Map, RSOM) 
для выделения статистически значимых временных паттер-
нов из символьного потока контекстно зависимых грамматик. 
Главной идеей метода является предложенное Thomas Voegtlin в 
2002 г. объединение классического алгоритма Teuvo Kohonen и 
неявного представления времени в виде комбинации текущего 
входа и контекстного отклика сети. Приведены результаты экс-
периментов над текстами на казахском и английском языках.

Ключевые слова: обработка естественных языков, нейрон-
ные сети, саморганизация.

ВВедение 
Индексация накопленного человечеством знания – задача 

нетривиальная. Размер текстов, накопленный в сети, состав-
ляет приблизительно 8000 терабайт. Среднегодовой объем 
электронной почты превышает 10 000 терабайт. Очевидно, 
что в таком большом потоке данных выборка документов, 
полученная с помощью методов полнотекстового поиска, мо-
жет содержать много нерелевантных или слабо релевантных 
результатов из-за синонимического представления запроса, 
опечаток, грамматических неточностей, сленга и др. [2].

Предлагаемый метод, позволяющий автоматически вы-
делять темпоральные паттерны и конструкции естественного 
языка, основан на нейросетевом подходе самоорганизации 
и обучении без учителя. Сегодня разработано несколько 
способов в нейрокомпьютинге для представления времени, 
большинство из них связано с автоматическим распознава-
нием речи или с обработкой языка.

Условно можно разделить представление времени на 
явное, где время дополняет размерность пространства и ко-
эффициент временной задержки используется для оценки 
мер процесса внутри окна наблюдения [14]; и неявное, когда 
время выражено опосредовано через логику представления 
изучаемого феномена [7], что характерно для рекуррентных 
сетей или так называемых «Leaky integrator»-процессов.

В общем случае явное представление времени сверх-
чувствительно и ограничено к временным деформациям, и 
напротив, неявное более устойчиво и универсально. Дей-
ствительным ограничением квазиинтегративных нейронов 
является тот факт, что информация с долговременной зави-
симостью обычно затухает по экспоненциальному закону. 
Однако рекуррентное представление не обязательно должно 

иметь эти ограничения [3], по крайней мере, до тех пор, пока 
не будет использован градиентный спуск.

В ряде научных работ предложены различные подходы 
интегрирования представления времени в самоорганизую-
щуюся карту Кохонена (Self-Organizing Map, SOM). Явное 
представление рассмотрено в работах [11, 20], методы, осно-
ванные на латеральных и рекуррентных связях, предложены 
в [8, 9], техники, базирующиеся на квазиинтеграторе, – в [5, 
18], также были изучены различные комбинации вышеоз-
наченных принципов в работах [10, 12, 16]. Лейтмотивом 
перечисленных работ является идея обобщения процесса 
самоорганизации на время. Однако не совсем ясно, каким 
образом самоорганизация и время могут быть совмещены. 
Ошибка квантования или искажения в алгоритме SOM с уче-
том времени не может быть использована напрямую.

Предлагаемый метод основан на алгоритме рекуррент-
ного модифицированного SOM, в котором обратная связь 
использована для представления времени. Представление 
времени неявно и самореферентно в том смысле, что карта 
учится классифицировать собственные выходы. При этом 
основная идея заключается в добавлении в классический 
алгоритм SOM рекуррентных связей при сохранении ори-
гинального принципа самоорганизации. Чтобы оценить схо-
димость сети, предложено обобщить ошибки квантования 
временных рядов [21].

самООрганиЗация и самОреферентнОсть 
Широко известным примером рекуррентной нейронной 

сети является архитектура Simple Recurrent Network (SRN) 
предложенная Jeff Elman в 1990 г. SRN – это расширение 
классического Multi Layered Perceptron (MLP): добавлен еще 
один скрытый слой, который хранит отклики сети с задан-
ным временным лагом в качестве дополнения к входному 
вектору. Алгоритм обратного распространения применяется 
к входному вектору и к его копии с лагом. Поскольку SRN 
обучается на своих прошлых активностях, его представление 
на скрытом слое является самореферентным. Самореферент-
ные связи прямого и обратного распространения гомогенны. 
Нет никакой разницы между ними в уравнениях, описываю-
щих активность сети, или в правилах обучения.

Покажем подход, основанный на данном принципе при-
менительно к SOM с добавлением рекуррентных связей к 
оригинальной архитектуре SOM. Следует отметить, что уже 
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есть работы [8, 9, 12] в которых рекуррентные связи были 
интегрированы в карту Кохонена, но в этих работах прямая 
и обратная связь не гомогенны.

Архитектура, представленная в данной статье, использу-
ет активность сети с задержкой и гомогенность прямых об-
ратных связей (см. рис. 1: оригинальный алгоритм карты 
рекурсивно применяется к входному вектору ( )tx  и к от-
клику сети, полученному на предыдущем шаге (t 1)−y . Пун-
ктирные стрелки обозначают связи обучения. Сплошная 
стрелка означает связь «один к одному». Сеть учится ассо-
циировать текущий вход к предыдущему контексту [21]). 
Текущий входной вектор и предыдущий отклик сети рас-
сматриваются как один входной вектор классического SOM-
алгоритма. Иначе говоря, сеть учится кластеризовывать 
пару: входной вектор x  и ( 1)t −y  контекст. Длинные по-
следовательности сеть заучивает итеративно, используя бо-
лее короткие последовательности в качестве описательных 
признаков.

ошибки квантования, соответствующие ( )tx  и ( 1)t −y . По-
скольку прямые и обратные связи являются гомогенными, 
суммарная ошибка квантования выглядит следующим об-
разом:

 ( ) ( )2 21 yx
i i iE x t w y t w= α − + β − − ,  (2) 

где 0α >  – вес ошибки текущего входа; 0β >  – вес ошибки 
контекста.

Индекс нейрона-победителя определен по формуле 
1arg min{ }i i Nk E < <= , тогда правила эволюции прямых и ре-

куррентных весов будут иметь вид 

 ( )( ) ,x x
i ik ih t∆ = γ −w x w   (3) 

 ( ( 1) )y y
iki ih t∆ = γ − −w y w ,  (4) 

где γ  – коэффициент скорости обучения; ikh  – функция со-
седства. Следует отметить, что это правила обучения ориги-
нального SOM, применённые к ( )tx  и ( 1)t −y  .

Таким образом, в модели Recurrent SOM осуществляется 
обратная связь. Однако для того, чтобы завершить опреде-
ление модели, необходимо привязать активность сети ( )ty  
ко входу и к синаптическим весам. Пусть компонента iy  
вектора y  – это активность i-нейрона, зависящая от квадра-
та ошибки квантования. Однако использование ошибки 
квантования напрямую i iy E=  может привести к нестабиль-
ности обучения. В таком случае предлагается использовать 

Рис. 1. Архитектура рекурсивного СОКа

В классическом алгоритме SOM каждый i-нейрон срав-
нивает свой вектор весов , (1 )iw i N< <  с входным вектором 

( )tx , где t  – это переменная времени.
Обычно используется евклидова норма для определения 

победителя. Победитель определяется соревнованием среди 
N  нейронов по наименьшей ошибке ( )i iE t= −w x . По 
правилу обучения, вес нейрона-победителя должен быть 
модифицирован согласно 

 ( ( ) ),i ik ih∆ = γ −w x t w   (1) 

где  i – индекс-нейрона победителя; γ  – функция скорости 
обучения; ikh  – функция соседства, традиционно использу-
ют так называемую «мексиканскую шляпу» или гауссиану 
(рис. 2) (в качестве функции используются соседства между 
нейронами SOM, см. [1, 15]). Существенным различием 
между ними является тот факт, что «мексиканская шляпа» 
позволяет больше специализировать отклик нейрона-
победителя.

Мы в исследовании используем такую же нотацию. До-
полнительно, пусть ( )ty  – вектор активности карты в мо-
мент времени t. Каждый i-нейрон карты (1 )i N< <  имеет 
пару весовых векторов x

iw  и y
iw , которые сопоставляются 

с входным вектором ( )tx  и вектором активности карты за 
предыдущую итерацию ( 1)t −y , соответственно. Чтобы 
определить нейрон-победитель, предлагается объединить 

Kohonen Map

Current Input

Copy of the map at the previous time step

x(t) y(t1)

Рис. 2. Вейвлет «мексиканская шляпа» (а) и гауссиана (б)
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функцию активации ( )i iy F E= . Принцип выбора функции 
активации разъясним в следующем разделе.

Следует отметить, что параметры ,α β  могут быть ис-
ключены из формулы:

( ) ( )
22* 1 yx

i i iE x t w y t w= − − −  и * ( ),i iy F Eβ
= α

α
 

поэтому прямые и обратные связи являются гомогенными. 
Мы включили параметры α, β в iE  для удобства анализа 
сходимости и робастности алгоритма. В любом случае α, β 
могут быть рассмотрены как часть функции активации.

стабильнОсть и функция актиВации 
Идея использовать в традиционном SOM-алгоритме об-

ратные связи уже была предложена в [4, 19]. Однако серьез-
ной проблемой была нестабильность в обучении [19]. Ины-
ми словами, при изменении многомерного представления 
обучающих примеров на карте вектор обратных связей не 
успевал подстроиться, что препятствовало сходимости и ста-
бильности обучения. Это подтверждено в работе [4]. Далее 
представлен аппроксимационный анализ стабильности ре-
куррентного SOM. Несмотря на приблизительный характер 
анализа, будет дано представление о выборе трансферной 
функции.

Рассмотрим малое возмущение отклика сети ( )tδy  при 
том, что все остальные переменные и параметры модели не 
изменяются. Возмущение ( )tδy  будет иметь два эффекта. 
Во-первых, все последующие отклики ( ), 0+ >t n ny  будут 
искажены рекуррентным распространением возмущения. 
Поставим в соответствие «будущим» искажениям вектор 

( )t nδ +y  .
Во-вторых, возмущение приведет к изменению распре-

деления вектора y(t), что в свою очередь индуцирует долго-
временную адаптацию синаптических весов. В первом при-
ближении будем рассматривать только кратковременную 
эволюцию. При условии достаточно малой величины коэф-
фициента обучения можно пренебречь адаптацией весов.

Стабильность на кратковременной динамике зависит от 
эволюции δy(t + n). Если ( ) 0 t nδ + →y  при n→∞, то воз-
мущение затухнет 

( )
0

 .
n

t n
>

δ + < +∞∑ y

Более того, если распределение y не изменится, вес не 
адаптируется. Также покажем, что эффект возмущения мал, 
если мало само возмущение. Можно выразить это утверж-
дение, используя нотацию Ландау: 

 ( )
0

( ( ))
n

t n O t
>

δ + = δ∑ y y .  (5) 

Рассмотрим воздействие адаптации весов на стабиль-
ность обучения. Строго говоря, стабильность весов должна 
быть рассмотрена только тогда, когда коэффициент обуче-
ния стремится к нулю. Однако мы рассматриваем стабиль-
ность в более широком смысле. Положим, что коэффициент 
обучения – малая константа и ожидаемые значения синап-
тических весов и их вариации можно сделать достаточно 
малыми правильным выбором коэффициента обучения. Для 
упрощения представления положим, что веса сходятся, когда 

используется традиционный алгоритм SOM и распределение 
входного вектора является константой [12].

Положим, ( ),1 i N= < <yy
iW w   – матрица весов рекур-

рентных связей. Рассмотрим малые изменения δ yW  во вре-
мя обучения. Как было сказано, мы рассматриваем матрицу 

yW , элементы которой являются ожиданием рекуррентных 
весов во время обучения, δ yW  – возмущение этих весов. 
δ yW  индуцирует прямое изменение отклика ( )ty  из-за того, 
что в уравнении (2) изменится y

iw . Кроме того, к непрямому 
изменению ( )ty  может привести распространение возму-
щения отклика сети, как показано выше.

Возмущение отклика ( )tδy  – результат суперпозиции 
двух компонент: прямой и косвенной. Прямая компонента 
может быть получена из уравнения (2) и будет иметь тот же 
порядок энергии, что и δ yW  при непрерывной трансферной 
функции. Косвенная компонента – сумма величин, возник-
ших в результате распространения возмущения на шагах 

1t − , 2t −  и т. д. Однако если условие (5) удовлетворено, то 
энергия косвенной компоненты будет того же порядка, что 
и прямой компоненты, поэтому возмущения отклика сети 

( )tδy  и δ yW  синаптических весов будут одного порядка:

 ( ) ( ).t Oδ = δ yy W   (6) 

В обучении подобной модели возникает так называемая 
проблема «движущейся цели», где цель – это набор синап-
сов, стабильных в период обучения. Под движущейся целью 
подразумевается изменение облака данных, на котором обу-
чается RSOM из-за изменения рекуррентных связей. Ины-
ми словами, сеть учится классифицировать собственный 
отклик, который меняется во время обучения.

Пусть ( ), 1= < <i NiT t   соответствует матрице «движу-
щихся целей», где it  – «цель», к которой должен сойтись 
текущий вектор y

iw  по совместному стационарному рас-
пределению ( ) ( )( , 1 )t t −x y . Следовательно, вектор «цель» 
в любой определенный момент времени является результа-
том суперпозиции векторов синапсов и статистического 
ожидания примеров обучения. Предполагаем, что для со-
вместного стационарного распределения ( ) ( )( , 1 )t t −x y  
ряды ( )tx  эргодичны. Однако любое изменение синаптиче-
ских весов также изменит распределение ( ) ( )( ), 1t t −x y , и 
вектор it  изменится. Чтобы гарантировать успевание моде-
ли за вектором цели, мы должны наложить дополнительное 
условие 

 δ < δ yT W .  (7) 

Из-за локальных латеральных связей на карте каждый век-
тор цели it  является барицентром ожидания ( )1t −y , когда 
нейрон i  становится победителем в момент времени t. Хотя 
отношения соседства усложняют анализ возмущений в век-
торе целей, разумно предположить следующее неравенство:

 [ ]NEδ ≤ δT y ,  (8) 

где δT  – вариация матрицы целей из-за возмущения рас-
пределения ;y [ ]E ⋅  – статистическое ожидание.

Из неравенства (8) с учетом (7) получаем:

 [ ]  .NE δ ≤ δ yy W   (9) 
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Таким образом, мы получили два условия стабильности. 
Условие (5) гарантирует стабильность нейронной динамики, 
а условие (9) – стабильность весов в период обучения.

Если оба условия удовлетворяются, то ожидаемые зна-
чения весов сходятся во время обучения. Выбор функции 
активации представлен следующим выражением:

( ) ( )i iy t F E= =  

 2 2exp( ( ) ( 1) ).yx
i ix t w y t w= −α − − β − −   (10) 

Функция является непрерывной и ограниченной на от-
резке (0,1] . Отклик нейрона-победителя находится ближе к 
1, отклик проигравшего – ближе к 0. Кажется, что активность 
нейрона-победителя должна быть стабильной в случае воз-
мущения персептивных или синаптических полей. Гауссов-
ская функция активации сглаживает выбросы. Таким же 
свойством обладает и отклик проигравших нейронов. В [21] 
показано, что (10) удовлетворяет условиям стабильности 
(5) и (9).

На рис. 3 (по [14]) представлены численные результаты 
экспериментов по определению области стабильности для 
рекурсивной карты Кохонена с функцией активации (10). 
Показаны области стабильности рекуррентного SOM, обу-
ченного на бинарных последовательностях для различных 
параметров α и β. При этом приведена средняя длина ре-
цептивного поля нейрона-победителя. Для каждого усло-
вия данные усреднялись по восьми экспериментам. Низкие 
значения указывают на плохую стабильность, большие – на 
хорошую. В верхней правой области наблюдается стабиль-
ность при плохой сходимости.

Размер карты составлял 28 × 28 для английского языка, 
36 × 36 – для казахского. Тексты, на которых обучалась сеть: 
«Brave New World» Aldous Huxley, сборник исторических 
эссе о Казахстане, находящийся в сети в открытом досту-
пе. Буквы были закодированы бинарным вектором, для ка-
захского языка длина вектора составляла 6, для английско-
го – 5 бит. В предобработке пунктуация убрана из текста, 
исключение составляла тильда в английском языке в таких 
словах как don’t, haven’t и т. д. Сам текст разбит на слова, 
разделителем служил пробел. Между словами контекст сети  
обнулялся.

Коэффициент обучения так же, как и в оригинальной ста-
тье, был константой γ = 1. Функция соседства представляла 
собой гауссиану с шириной σ = 1,8 и масштабом s = 5. Па-
раметры α = 3, β = 0,7. По ходу обучения нейроны втягивали 
в свое персептивное поле образы различных последователь-
ностей букв. Объем текстов для казахского и английского 
языков составил приблизительно 400 Кб. Длительность об-
учения для английского языка – около 8 ч, для казахского – 
около 15 ч, что объясняется большой размерностью карты 
и кодирования букв. Реализация алгоритма была сделана на 
языке JavaSE2. Использовались математические библиоте-
ки линейной алгебры и аналитической геометрии Cern Colt 
1.2.0 [6]. Для визуализации экспериментальных данных ис-
пользовалась программа Pajek64 3.11 [17].

реЗультаты 
На рис. 4 представлены временные паттерны, заученные 

нейронной сетью на текстах Aldous Huxley. Сеть была на-
строена для выявления характерных дифтонгов в тексте. Од-
нако в силу рекуррентной природы последняя буква первого 
дифтонга является также первой буквой второго дифтонга. 
На рисунке видны статистически значимые комбинации 
дифтонгов, образующие слова английского языка:

1) was 
2) with 
3) whip 
4) and 
5) had 
6) his, 

а также характерные окончания:
1) -ing 
2) -ent 
3) -n’t 
Данные, представленные на рис. 4, подвергались постоб-

работке. Прежде всего, были удалены дубликаты с общим 
корнем и одинаковым образом, что снизило количество узлов 
с 784 до 348. Также связи между узлами были прорежены 
по уровню 0.3.

На рис. 5 представлены временные паттерны казахского 
языка, характерные для исторических эссе, находящихся в 
свободном доступе. Видно, что сеть выявила характерные 
сочетания, образующие целые слова:

1) философ
2) философия
3) бар
4) iні
5) қар
6) көр
7) бол,

Рис. 3. Области стабильности рекуррентного SOM 

эксПеримент и Параметры Обучения 
Для тестирования и отладки проведены эксперименты, 

использовалась классическая функция соседства 
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а также характерные части слов:
1) дық
2) дер
3) ған
4) тар
5) сыр
Визуализация для казахского языка также была подвергну-

та фильтрации, редуцированию количества узлов с 1296 до 
300 и прореживанию связей с уровнем 0.4.

Заключение 
Сейчас наблюдается большой ажиотаж вокруг обработ-

ки естественных языков. Это связано, в первую очередь, с 
глубокой востребованностью автоматических методов об-
работки больших объемов текстовых данных. Естественно, 
подобное возможно лишь при помощи методов машинного 
обучения. Здесь наблюдается тенденция к более реалистич-
ным когнитивным моделям, что связано с недавно появив-
шимися эффективными методами «глубокого обучения», 
подразумевающими выявление в потоках данных иерархии 
более сложно устроенных признаков. Алгоритм рекуррент-
ной карты является хорошим кандидатом для автоматиче-
ского выявления сложных иерархий в потоке символов. Для 
его развития требуется решить проблемы мертвых нейронов, 
дубликатов и скорости обучения.
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Abstract. An algorithm for the recursive self-organizing map (Re-
cursive Self Organizing Map, SOM) to highlight the statistically sig-
nificant temporal patterns of the symbol stream of context-sensitive 
grammars. The main idea of   this method is proposed Thomas Voegt-
lin in 2002, combining classical algorithm Teuvo Kohonen, and im-
plicit representation of time as a combination of the current input 
and contextual response network. The results of experiments on the 
texts of the Kazakh and English languages.

Keywords: natural language processing, neural networks, self-
organization.
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Abstract. The work is devoted to revelation of possibilities from 
multifractal numerical procedures and similar handling techniques 
of time series developed until now. Application Frac-Lab 2.1 from 
the mathematic packet MatLab R2008b was used for this purpose, 
it processes test data (generated, for example, by the Henon map, 
Lorenz system of equation sand etc.), bases of heart rate variabil-
ity records from the PhysioNet server and own electrocardiograms 
(ECG). Three-dimensional graphics of received wavelet transforma-
tion, graphs of isolines, multifractal characteristics in the form of 
Hölder exponent and scaling exponent were constructed. All possible 
data provided in the FracLab (for example, Mhat-wavelet, DoG-
wavelet and etc.) were used as a wavelet-forming function in the 
course of calculating a spectrum. Disadvantages of used realization, 
received first of all for test data calculating the Hölder exponent, 
were determined. The conception of multifractal methodology wid-
ening was proposed for research of time series and creation of own 
software on its basis.

Keywords: time series, method of wavelet transform modulus 
maxima.

IntRoductIon 
The problem of searching for connection indicators of regu-

lating system – is a perspective direction in the modern funda-
mental science, whose basic tendency is focused now on ex-
istence criterion determination (and detection) of determined 
chaos in the accentuated give time series of corresponding dy-
namical system.

As an exampleofsuch time serieswe mentionrecommenda-
tions for usage of physiological interpretation of consecutive in-
tervals between QRS-complexes of electrocardiogram (heart 
rate variability), executed in 1996 by the European Cardiology 
Society, North American Electrophysiological Community [6] 
and Committee of Clinicaldiagnostic Devices and Instruments.

Committee of New Medical Technology of the Russian Fed-
eration Ministry of Public Health [3] make these time lengths the 
most perspective in the course of noninvasive diagnostics in the 
modern practice of scientific investigations. In spite of the rec-
ommended (and accepted) range of variability indexes (for ex-
ample, indexes of variationalpulsometering (Мо, АМо, MxDMn, 
MxRMn, triangular index) [3, 6], indexes of correlation rhyth-
mography (L, w, EllAs, EllSq) [3], indexes of power in various 
frequency intervals, low and high frequency spectral components, 
their relations (LF, HF, LF/HF, VLF, ULF, IC) [3, 6] and etc.) the 
results, received using them have specific disadvantages.

The problem here is in the statement (postulate) about sta-
tionarity of impacts of adaptive processes on the cardiac rhythm 

regulating systems, such as impact of central and vegetative 
nervous system, pathologies of circulatory system (resulting in 
rhythm disturbance), thyroid gland and etc. Certainly, such solu-
tion makes a deep impression on possibilities of received results 
of investigations. At the same time, (including because of the 
above mentioned reason) the majority of calculated components 
use traditional (linear) methods of time series analysis (for exam-
ple, statistic, spectral, correlation and etc.). It, in its turn, simpli-
fies the form evaluation of conformance to considered processes, 
distorting more their real physiological interpretation.

For example, analyzing the same spectral concentration in the 
course of routine examination of variability in the various fre-
quency bands, the values of power don't have four evident peaks 
(to which the frequency components are related). The power 
coefficients are calculated only thanks to connection with the 
specific preset interval, and not due to highlighting the specified 
peculiarity.

This situation is explained by nonlinearity, discontinu-
ity, instability and etc. of the cardiac rhythm reference signal, 
where it is impossible to exclude both contained phenomena 
of its internal regulation and procedural error of registering ab-
breviations itself. To solve the existing difficulty, several research-
ers (together with our research team) propose usage of non-linear 
mathematical methods, the majority of which is based on the 
fractal analysis.

The fractal methods are based, first of all, on examination of 
scaling invariance (scaling) of the researched process conditions. 
Conventionally, they may be divided into methods which directly 
use the idea of fractal (as a geometric entity in the multidimen-
sional phase space) and transferred to it by manipulating initial 
time series for setting coordinates and methods examining the 
scale invariance of the initial process direct features. The well 
known feature of scaling – fractal (correlation) dimensionality 
may be related to the first ones. But here, there are a number 
of difficulties connected first of all with convergency of such 
feature in the finite-dimensional space of enclosure.

Absence of convergence curve saturation of correlation 
dimensionality are demonstrated in several works appeared in 
recent years [1, 5, 7]. At the same time, the determined determin-
istic rhythms – for example, fetal rhythm for periods of gesta-
tion 38–40 weeks and ventricular fibrillation, it suggests that the 
direction of fundamental research vector is correct.

Development of the last one may take place both consider-
ing various improvements of the mentioned methodology and 
principally different conception, using only foundations of the 
previous one. The methods of forming the scaling of the exam-
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ined process direct features on the basis of multifractal formalism 
conception, replacing the fractal exponent (restored attractor) by 
the directly built specialized spectrum, analyzed in the article, 
may be related to the last one.

MateRIals and Methods 
The scaling or scaling invariance is a main feature which is 

searched in the time-series in he analyzed methods of researches. 
At the same time, there are alternative approaches for its plotting, 
except the analyzed approach to the n-dimensional mapping. 
For example, the DFA method (detrended fluctuation analysis) 
is based on forming the automodeling process using the follow-
ing sums:

1
( )

k

k i
i

b a a
=

= −∑  .

Afterwards, the formed row is divided in the areas with simi-
lar length n, where it is approximated (in the simplest variant) by 
the simple dependence using the method of the smallest squares. 
Setting the mean square error, the scaling is built by its compari-
son with the exponential function of the length value n:
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where ( )kb n  – is approximation kb  at the length n areas.

This approach is not perspective due to the beam analysis of 
scaling. The more advanced method WTMM (wavelet transform 
modulus maxima) uses plotting of the whole variety of the local 
maximum line of wavelet transform:

( ) 1, ( ) ( ) ,x tW t a f x dx
a a

∞

ψ
−∞

−
= ψ∫  

where the initial signal f (x) is divided using the function ψ(x) 
generated from the soliton-like one with special features by its 
scale measurements and shifts [2]. In the simplest variant 
(Hölder’s exponent h) the scaling of one of the lines (for ex-
ample, the maximum one) is researched:

( ) ( ), ~ ih t
iW t s sψ  .

The more complicated approach to plotting the scaling is 
based on analyzing all lines by introducing the partial function 
with the weight degree of all wavelet transform maximums:

( ) [ ( , )]q
q i

i
P s W t sψ= ∑ , 

and plotting the scaling using the scaling function ( )k q :

( ) ( )~ .k q
qP s s  

Above approachhas atheoreticallyjustified (and perfect) 
buildcapacityscaling, ranging from construction ofthe expan-
sionof the originaltime series, settingthe scale invariance ofa 
certain lineand ending withthe introduction ofthe special func-
tionlinesfor findinglocal maximaofthe generalizedscaling.This is 
caused byfrequentfailureresultingin the construction ofscalinga 
single line.

Results and dIscussIon 
To demonstrate usage of multifractal algorithms and deter-

mine their description possibilities we used standard time series in 
the theory of determined chaos – generated by nonlinear mapping 
(including solutions of nonlinear differential equations). Let’s re-
mind, that the main advantage of such data involves a possibility 
to describe them using (mono)fractal methods, whose confirma-
tion is convergence of fractal (correlation) dimensionality.

The application FracLab 2.1 of mathematic packet MatLab 
R2008b [4] was used for these purposes (at the first stage of 
researches. Results of analyzed methodology usage for Lorenz’s 
system of equations:

,

,

 .

dx x y
dt

dy xz rx y
dt

dz xy bz
dt

 = −σ + σ

 == + −



= −

 

with the values of parameters σ = 10, b = 8/3, r = 28 are given in 
fig. 1, where the graphs for Hölder exponent and scaling expo-
nent using Mhat-wavelet are presented.

We would like to note that the solutions of mentioned sys-
tem are received as a result of numerical integration using the 
methods Runge-Kutta of the 4th order. Even here we demonstrate 
unsuitability of the first (simplified) approach in the course of 
researching the scaling. It may be described by insufficiency of 
numerical structure of one line of local maximum (the result in 
the form of nondeterministic influence is possible in case of 
the described base transition), and inadequacy of the existing 
numeric base of algorithms. At that, the approach with intro-
ducing partial (generalized) function provides valid results – its 
approach to zero in the negative area of scaling and conation to 
straight line in the positive one.

Researching the time series (including for the considered sys-
tem) we used various kinds of wavelet –forming function (Mhat, 
DoG, Wave, Morlet, Haar and etc.)The given results as well as 
usage of DoG and Wave wavelet are the most successful for the 
mentioned mapping.

Usage of discussed methodology for the two-dimensional 
mapping of Henon:

2
1

1

1 ,
,

n n n

n n
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described with the parameters a=1.4, b=0.3 provide less de-
monstrative results (fig. 2). Similarly to attractor of Lorenz, the 
Hölder exponent is useless for practical interpretation of results. 
The scaling exponent behaves a little bit differently (including 
depending on the type of wavelet-forming basis). Here, there is 
no obvious conation to the direct correlation in the positive area 
of scaling. This (together with performed remarks) may be ex-
plained by direct forming of the researched attractor.

To this effect it is enough to examine its formation, for ex-
ample, in the real time mode (realized in one of our projects [1]) 
and tracking the trajectory to make sure in the disruptive method 
of forming the next coordinate. In addition to attractors analyzed 
using multifractal methods we analyzed other attractors received 
using generators of determined chaos (Rossler equation system, 
Ikeda mapping and etc.) one.
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Fig. 1. Hölder exponent and scaling exponent developed for the Lorenz’s system of equations 

Fig. 2. Hölderexponent and scaling exponent formed for Henon mapping 

Fig. 3. Kind of scaling exponent for processed time series HRV 
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The second stage of researches consisted of revelation of the 
scaling function nonlinear dependencies for various groups of 
cardiac rhythm variability time series. Pursuant to peculiarities 
mentioned above we interpreted the results received using only 
the scaling exponent. In addition, here, we determined more de-
tailed potential of used methodology.

We were interested in the problem of possibility to approxi-
mate the straight line in various ranges of scaling researching. 
We used the server bases [8] for these purposes. Let’s demon-
strate the most interesting results (from the point of view of the 
mentioned approach) of their processing (fig. 3).

Let’s highlight the prospectivity of analyzed method in the 
course of comparing the results with model (test) data – in some 
cases we observed an expressed peculiarity of possibility to high-
light the straight line in the specific areas of scaling analysis, it 
provides a perspective base for researching in the area of creation 
of (multifractal) deflection coefficients of scaling exponent from 
asymptotes, to determine the kind of non-deterministic chaos 
comparing them with (mono)fractal mapping.

Here, it is necessary to highlight that determination of the 
asymptotic dependence absence (in the course of analyzed ap-
proximation) doesn’t imply (multi)fractality of initial time series. 
At the same time, indication on possibility of approximation by 
straight line provides adjustment for revelation of mono (fractal) 
by well known methods, and for permissibility to receive them 
by separating time series, accountable only to direct ranges of 
scaling change.

Fig. 4 proposes an example of optimized scaling exponent 
together with indication of its deviations from the direct relation 

for various types of wavelet (the initial time series is generated 
by the Lorenz’s equation system).

conclusIons 
According to given arguments our research team proposes 

widening of basic multifraction methodology, connected mainly 
with optimization of scaling exponent in relation to wavelet-
forming function. For these purposes we create special software, 
which owns a whole range of functional possibilities. We can 
declare that it has a special functional for calculation of scaling 
exponent deviations from the direct relation in relation to the 
kind of wavelet-forming functions. The mentioned realization is 
fulfilled under the auspices of RFBR and it will be published in 
our next article.
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Аннотация. Работа посвящена выявлению возможностей 
разработанных к настоящему моменту мультифрактальных 
численных методов и средств подобной обработки временных 
рядов. Для этих целей использовано приложение FracLab 2.1 ма-
тематического пакета MatLabR2008b, с помощью которого об-
работаны тестовые данные (сгенерированные, например, ото-
бражением Хенона, системой уравнений Лоренца и др.), базы 
записей вариабельности сердечного ритма сервера PhysioNet и 
собственные ЭКГ. Построены трехмерные графики полученного 
вейвлет-преобразования, графики изолиний, мультифракталь-
ные характеристики в виде экспоненты Хёлдера и скейлинго-
вой экспоненты. В качестве вейвлет-образующей функции при 
вычислении спектра были использованы все возможные, пред-
ложенные в FracLab (напр. Mhat-вейвлет, DoG-вейвлет и др.). 
Установлены недостатки используемой реализации, получен-
ные, прежде всего, для тестовых данных при расчетах экспонен-
ты Хёлдера. Предложена концепция расширения мультифрак-
тальной методологии исследования временных рядов и создание 
на ее основе собственного программного обеспечения.

Ключевые слова: временные ряды, метод модулей максиму-
мов вейвлет-преобразования.
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Аннотация. Предложена математическая модель для опреде-
ления вероятностно-временных характеристик процесса функ-
ционирования системы управления сетью передачи данных с 
использованием систем поддержки принятия решений, ориен-
тированной на поддержание заданных показателей качества 
обслуживания QoS. Применение систем поддержки принятия 
решений при управлении сетями передачи данных позволяет 
выполнять задачи по своевременному обнаружению отклоне-
ний параметров QoS в условиях ограниченных временны 2х и 
вычислительных ресурсов.

Ключевые слова: управление сетями, сети передачи данных, 
системы поддержки принятия решений, топологическое пре-
образование стохастических сетей, нейронные сети, качество 
обслуживания.

ВВедение 
Для обеспечения бесперебойной работы всех компонен-

тов сети передачи данных (СПД) и предоставления пользо-
вателям услуг заданного качества требуется такая система 
управления (СУ), которая будет своевременно обнаруживать 
отклонения параметров качества обслуживания (QoS) СПД 
от требуемых значений и затем оценивать техническое со-
стояние сети. При ограниченных временны2х и вычислитель-
ных ресурсах это можно сделать, используя специальные 
системы поддержки принятия решений (СППР). Однако для 
использования СППР в управлении СПД при оценке техни-
ческого состояния сети и формировании плана восстановле-
ния ее работоспособности необходимо применять средства 
интеллектуального анализа данных.

В настоящей статье предложена блок-схема процесса 
функционирования СУ СПД с использованием СППР, для 
которого реализована математическая модель определения 
вероятностно-временных характеристик процесса, ориенти-
рованная на поддержание заданных показателей QoS.

ПОкаЗатели качестВа ОбслужиВания  
В сетях Передачи данных 

Под качеством обслуживания (QoS) понимается полез-
ный эффект от обслуживания, который определяется сте-

пенью удовлетворения пользователя как от полученной услу-
ги, так и от самой системы обслуживания [6, 8].

Для формирования решений в СУ СПД по оценке тех-
нического состояния СПД установим следующие группы 
диагностических показателей QoS [3, 8]:

• сетеориентированные параметры QoS, которые непо-
средственно связаны с определением уровня сетевого со-
вершенства: учитываются ресурсные возможности СПД, 
определяется готовность ресурсов СПД к использованию, 
оценивается качество передачи информации.

Например [11, 12], IPLRmax (показатели потерь IP-
пакетов во время их транспортировки – вероятность потери 
пакетов), IPSLBRmax (показатели потерь последовательно-
стей IP-пакетов во время их транспортировки – коэффици-
ент потерь IP-пакетов), IPERmax (показатели некорректной 
транспортировки IP-пакетов – количество пакетов с ошиб-
ками), Kг min (показатели эксплуатационной надежности 
сетевого оборудования – коэффициент готовности обору-
дования);

• сервисориентированные параметры качества обслужи-
вания QoS, которые непосредственно связаны с определени-
ем качества предоставления услуги, имеющей такие потре-
бительские свойства: обеспеченность, удобство пользования, 
действенность (доступность, целостность, непрерывность), 
безопасность использования.

Например [11, 12], IPTDmax (показатели задержки в пере-
даче IP-пакетов – граница непревышения среднего значения 
величины задержек пакетов), IPDVmax (показатели вариа-
ций в задержке IP-пакетов – граница непревышения среднего 
значения вариации задержек пакетов), Pmax (IPTDmax) (по-
казатели задержки в передаче IP-пакетов – порог допусти-
мой вероятности превышения значения IPTDmax), PIPSAmin 
(PIA-показатели доступности сетевой услуги – нижняя гра-
ница допустимого процента времени доступности услуги), 
TIPUmax (TIU – показатели доступности сетевой услу-
ги – верхняя граница допустимого времени недоступности  
услуги).

Также выделяют группу показателей сервис/сетенезави-
симых, которые не связаны с определением качества услуги 
или уровня сетевого совершенства. Однако в статье они рас-
сматриваться не будут.
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ПрОцесс функциОнирОВания системы уПраВления 
сетью Передачи данных, ОбесПечиВающей 

ПОддержание Заданных ПОкаЗателей качестВа 
ОбслужиВания 

Процесс функционирования СУ СПД при периодических 
запросах на оценку технического состояния СПД на уровне 
управления сетью (NMS) классической концепции управле-
ния сетями связи (TMN) [2, 9, 10] осуществляется через рав-
ные интервалы времени, при этом должны поддерживаться 
непрерывный контроль параметров QoS СПД и постоянное 
пополнение новыми знаниями базы данных СУ СПД.

Блок-схема процесса функционирования СУ СПД пред-
ставлена на рис. 1.

В качестве примера рассмотрим пуассоновский закон 
распределения случайных величин. Однако можно исполь-

зовать и другие законы распространения случайных вели-
чин. В данном случае случайными величинами являются 
запросы на оценку состояния по данным показателей QoS  
СПД [5].

Пусть на вход СУ СПД поступает пуассоновский поток 
запросов на оценку состояния СПД с функцией распределе-
ния (ФР) W (t) и реализуется за время tw .

Оценка технического состояния СПД выполняется с ФР 
Z (t) за время tz, далее измеряются параметры QoS, которые 
включают измерение и определение сетеориентированных 
показателей QoS СПД за время tb c ФР B (t) и сервисориенти-
рованных показателей QoS за время tm c ФР M (t), результаты 
которых обрабатываются за время tl c ФР L (t) в СУ СПД с 
помощью СППР или самостоятельно лицом, принимающем 
решение (ЛПР).

После анализа диагностических данных параметров QoS 
СПД принимается решение о необходимости восстановле-
ния СПД. Если все показатели параметров QoS соответству-
ют нормативным значениям исправного состояния СПД, то с 
вероятностью (1-Pv) за время t11 с ФР H (t) цикл управления 
СУ СПД завершается.

Если хотя бы один показатель параметра QoS не соответ-
ствует нормативным значениям исправного состояния СПД, 
то необходимо провести ряд мероприятий по восстановле-
нию работоспособного состояния СПД, а именно: опреде-
лить причину изменения показателей QoS СПД за время tx 
с ФР X (t), изменить параметры СПД за время tk c ФР K (t). 
Далее с помощью системы технической диагностики (СТД) 
проводят восстановление СПД за время tv с ФР V (t).

По окончании восстановительных работ проводят кон-
трольные измерения показателей QoS СПД, чтобы убедить-
ся в достоверности восстановления требуемого состояния 
СПД.

ОПределение ВерОятнОстнО-Временных 
характеристик ПрОцесса функциОнирОВания  

су сПд 
Для оценки оперативности функционирования СУ СПД 

можно использовать различные модели (графо-анали ти чес-
кие, марковские цепи, топологическое преобразование сто-
хастических сетей (ТПСС) и другие) [4, 5, 13, 14].

Модель ТПСС позволяет декомпозировать сложный про-
цесс на элементарные процессы, каждый из которых будет 
характеризоваться функцией распределения или средним 
временем выполнения процесса [13, 14]. Модель ТПСС бу-
дем использовать для решения поставленной задачи.

Представим этапы разработки математической модели 
процесса функционирования СУ СПД при помощи ТПСС 
[13]:

1 этап – качественно описывается процесс функциониро-
вания СУ СПД, предусматривается пошаговая декомпозиция 
процесса на множество элементарных процессов, определя-
ются параметры процесса, условия функционирования СУ 
СПД, внутренние и внешние взаимосвязи;

2 этап – определяются исходные данные для описания 
каждого элементарного процесса, функция плотности, ве-
роятности времени реализации элементарных процессов и 
соответствующие им преобразования;

3 этап – составляется стохастическая сеть. При описании 
процесса функционирования СУ СПД согласно блок-схеме 

Рис. 1. Блок-схема процесса функционирования СУ СПД  
при измерении параметров QoS СПД
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(рис. 1) решается основная задача СУ – восстановление тре-
буемого состояния СПД;

4 этап – производится топологическое приведение сто-
хастической сети к эквивалентной, при этом эквивалентная 
функция определяется из топологического уравнения Мей-
сона согласно выражению [13, 14]:
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где k – количество функций fi (s) в прямой цепи стохастиче-
ской сети;

5 этап – определяются вероятностно-временные харак-
теристики СС при помощи метода двухмоментной аппрок-
симации.

Вероятность своевременной передачи заявок является 
характеристической функцией, позволяющей определить k-е 
начальные моменты случайного времени реализации стоха-
стической сети. Первый начальный момент, или математи-
ческое ожидание случайного процесса, можно представить 
в виде выражения 
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Отсюда среднее время передачи заявки на измерение, 
определяемое как начальный момент первого порядка, 
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Дисперсия времени передачи заявки на измерение D [tП], 
определяемая как второй центральный момент, представлена 
выражением 
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6 этап  –  оценивается эффективность исследуемой си-
стемы.

Вычисление математического ожидания и дисперсии по-
зволяет приближенно определить функцию распределения 
времени передачи как неполную гамма-функцию [7, 8]:
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масштаба.
Процесс функционирования СУ СПД при периодических 

запросах на оценку технического состояния СПД представ-
лен на рис. 2 в виде стохастической сети, под которой по-
нимается совокупность взаимосвязанных узлов (вершин) и 
ветвей [13], соединение которых соответствует блок-схеме 
процесса функционирования СУ СПД (см. рис. 1).

Для определения вероятностно-временных характери-
стик процесса функционирования СУ СПД с помощью ме-
тода ТПСС введем следующие ограничения и допущения:

1) функции распределения случайных величин относятся 
к классу экспоненциальных;

2) вероятности, соответствующие ветвям стохастической 
сети, определяются статистическими методами;

3) время реализации отдельных операций искомого про-
цесса имеют экспоненциальное распределение;

4) модель предполагает отсутствие новых заявок до окон-
чания обработки предыдущей;

5) потоки заявок являются неконкурирующими.
Необходимо определить функцию распределения Qk (t) и 

среднее время реализации цикла управления СУ СПД.
Для исследуемой стохастической сети процесса функцио-

нирования СУ СПД (рис. 2) эквивалентная функция Qk (t), 
имеет следующий вид в соответствии с выражением (2):

( )

 .
1 (1 )

Qk s
w z b m l hPv
w s z s b s m s l s h s

z b m l x k vPv
z s b s m s l s x s k s v s

=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+ + + + + +=

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅
+ + + + + + +

  (7) 

Таким образом, для исследуемой стохастической сети 
(рис. 2) начальный момент случайного времени реализа-
ции СС модели функционирования СУ СПД при s = 0 будет  
M1 (0) = 189,1. Дисперсия времени передачи заявки на из-
мерение, определяемая как второй центральный момент по 
выражению (5), для s = 0 составит D = 3,903·10 4 .

Для определения функции распределения как неполной 
гамма-функции параметры формы при заданных исходных 
данных α = 0,916 и масштаба µ = 4,845·10–3 .

Рис. 2. Стохастическая сеть процесса функционирования СУ СПД при измерении параметров QoS 
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На рис. 3 представлена функция распределения времени 
реализации цикла управления СУ СПД при изменении ве-
роятности Pv, при котором определяется вероятность появ-
ления мероприятий по восстановлению СПД. При увеличе-
нии времени реализации цикла управления растет значение 
вероятности завершения цикла управления за отведенное 
время. На рис. 3 показано, что с ростом значения вероятно-

без использования СППР. Таким образом, при уменьшении 
времени на реализацию процесса передачи, сбора и обра-
ботки диагностической информации СПД tl уменьшается и 
среднее время T (Pv) реализации цикла управления СУ СПД.

Заключение 
Предложенная модель для определения вероятностно-

временных характеристик процесса функционирования СУ 
СПД, обеспечивающей поддержание показателей QoS, рабо-
тоспособна и чувствительна к изменению исходных данных, 
а результаты моделирования согласуются со статистически-
ми данными по затрачиваемому времени на восстановление 
СПД.

Предложенная модель может применяться при различных 
законах распределения случайных величин, что позволяет 
сделать вывод о ее гибкости.

Расширить математическую модель процесса функцио-
нирования СУ СПД можно за счет добавления подпроцессов 
или декомпозиции отдельных подпроцессов в отдельную 
стохастическую сеть.

Результаты представленной математической модели мож-
но учитывать при разработке методики функционирования 
СППР в структуре СУ СПД.
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Рис. 3. Функция распределения времени реализации  
цикла управления СУ СПД 

сти Pv значительно увеличивается время реализации цикла 
управления СУ СПД.

С помощью представленной математической модели 
можно определить среднее время T (Pv) реализации цикла 
управления СУ СПД (рис. 4), который включает ряд меро-

приятий по восстановлению СПД, обеспечивающей выпол-
нение требований к QoS.

Выявлено, что значение среднего времени реализации 
цикла управления СУ СПД при увеличении вероятности 
появления события Pv зависит от времени обработки диа-
гностических показателей QoS СПД. Причем существенная 
разница значений среднего времени T (Pv) наблюдается при 
значениях вероятности Pv более 0,4 для разных значений 
времени обработки показателей QoS tl .

Например, при использовании нейронных сетей для ана-
лиза данных затрачивается ty = 0,3 мин, при этом T (Pv) суще-
ственно меньше, чем в случае, если обработку полученных 
диагностических показателей проводит администратор сети 

Рис. 4. Среднее время реализации цикла управления СУ СПД 
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Abstract. In the article propose a mathematical model the prob-
ability-time characteristics of the process functioning system data 
network employment decision support systems, focused on main-
taining the quality of service parameters specified QoS. The use 
of decision support systems in the management of data networks 
allows you to perform tasks for the timely detection of deviations 
QoS parameters in a limited time and computing resources.
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Аннотация. Предлагается новый подход к оценке показате-
лей надежности сложных иерархических комплексов. Подход 
базируется на использовании математического аппарата дина-
мических байесовских сетей доверия. Разработанная модель 
позволяет учитывать поступление новой информации о надеж-
ности элементов комплекса, что дает возможность прогнозиро-
вать значение вероятности безотказной работы технического 
комплекса, корректировать периодичность технического об-
служивания и стратегию восстановления комплекса.

Ключевые слова: надежность, вероятность безотказной ра-
боты, байесовская сеть доверия.

ВВедение 
В настоящее время оценка показателей надежности слож-

ных технических комплексов является одной из важнейших 
задач [1–3, 5, 9, 10, 12]. С этапа формирования тактико-
технических требований рассчитываются показатели на-
дежности. Весь процесс разработки сложных технических 
комплексов сопровождается испытаниями на надежность. 
Конечной целью расчета показателей надежности техни-
ческих комплексов является оптимизация конструктивных 
решений, параметров комплексов и режимов эксплуатации, 
организация технического обслуживания и ремонтов.

В технических заданиях (ТЗ) на выполнение опытно-
конструкторских работ (ОКР) по созданию (модернизации) 
сложных технических комплексов обязательно присутствует 
раздел «Требования надежности», где, как правило, приво-
дятся требуемые значения вероятности безотказной работы 
(ВБР) комплекса, коэффициента готовности, максимального 
времени восстановления и т. д. [7–9].

В соответствии с принятым вариантом схемно-конструк-
торского решения рассчитываеются показатели надежности 
комплекса, которые позволяют сделать вывод о принципи-
альной возможности достичь требуемого уровня надежно-
сти в соответствии с ТЗ и перейти к этапу изготовления и 
заводских испытаний комплекса. При этом очевидна необ-
ходимость уточнения показателей надежности по результа-
там экспериментальной отработки на последующих этапах 
жизненного цикла изделия, что указывается в программе 
обеспечения надежности. В процессе работы комплексов 
могут отказывать отдельные элементы, поэтому персоналу 
необходимо иметь актуальную информацию о значении ВБР 
комплекса и его составных частей в текущий момент или 
на некоторый последующий период времени для принятия 

решения о дальнейшей эксплуатации или ее приостановке, 
для планирования технического обслуживания и т. д.

В статье предлагается модель, основанная на байесовских 
сетях доверия (БСД) [4, 6, 11, 13–17], которая позволяет:

• оценивать ВБР комплекса по априорным данным о ВБР 
составных элементов и при поступлении новой информации 
о ВБР составных элементов;

• прогнозировать значение ВБР комплекса;
• поддерживать принятие решений при поиске дефектов 

в отказавшей системе.
Разработанная математическая модель оценки ВБР в виде 

БСД такова:

 < >PARG, ,  (1)

где G  – ациклический направленный граф; PAR  – множе-
ство параметров, определяющих БСД. 

Вершинами ациклического направленного графа являют-
ся блоки комплекса с учетом иерархии:

 { | 1, , 1, }j
ib i n j m< >= = =B ,  (2)

где b  – название блока; i  – номер блока; n  – число блоков; 
j  – номер уровня; m  – число уровней. 

По расположению в байесовской сети доверия выделяют 
следующие типы переменных – вершин [11, 13–17]:

• родители ( 1parent( )j j
i ib b< > < + >= ) – множество вершин 

j
ib
< >  таких, что существует вершина 1j

ib
< + >  и направленное 

ребро от j
ib
< >  к 1j

ib
< + > ;

• дети ( 1 children( )j j
i ib b< + > < >= ) – множество вершин 

1j
ib
< + >  таких, что существует вершина j

ib
< >  и направленное 

ребро от j
ib
< >  к 1j

ib
< + >  .

Каждый блок j
ib
< >  может находится в двух состояниях:

1) Rabot j
i
< >  – работоспособное состояние i-го блока j-го 

уровня;
2) Otkaz j

i
< >  – отказ i-го блока j-го уровня.

Параметрами сети PAR  являются:
1) для блоков, не имеющих родительских переменных,  

( 1: ( parent( ))j j j
i i ib b b< > < − > < >∀ ¬ ∃ = ):
• ВБР и вероятности отказов в начальный момент времени 

(безусловные вероятности) – ( )0(Rabot ) 0j j
ti iP P t< > < >
= = =  

и ( )0(Otkaz ) 0j j
ti iP Q t< > < >
= = =  (обозначения буквами «P» и 

«Q» вероятности безотказной работы и вероятности отказа 
приведены в [7–9] и широко используются в теории надеж-
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рис. 1, в открытой для программирования среде построения 
байесовских сетей GeNIe.

В табл. 1–4 приведены примеры задания параметров 
(условных вероятностей) в БСД для блоков, имеющих в сво-
ем составе блоки более низкого уровня, соединенные в виде 
«моста», по мажоритарной схеме «2 из 3», параллельно и по-
следовательно. В табл. 1 представлен набор условных вероят-
ностей для блока 2-го уровня 2

1b
< > , состоящего из блоков 

1
1b
< > , 1

2b
< >, 1

3b
< > , 1

4b
< >, 1

5b
< >, соединенных в виде «моста». В 

табл. 2 представлен набор условных вероятностей для блока 
3-го уровня 3

1b
< > , состоящего из блоков 2

1b
< >, 2

2b
< >, 2

3b
< >, 

соединенных по мажоритарной схеме «2 из 3». В табл. 3 пред-
ставлен набор условных вероятностей для блока 3-го уровня 

3
2b
< >, состоящего из блоков 2

4b
< >, 2

5b
< >, соединенных парал-

лельно. В табл. 4 представлен набор условных вероятностей 
для блока 4-го уровня 4

1b
< >, состоящего из блоков 3

1b
< >, 3

2b
< >, 

соединенных последовательно.
На рис. 3 представлена динамическая байесовская сеть 

доверия фрагмента структурно-сложного технического ком-
плекса, построенная по априорной информации (данным о 
ВБР элементов и о схемах их соединения). В среде GeNIe 
предоставляется возможность посмотреть графики ВБР все-
го комплекса или отдельных блоков.

Главное назначение байесовских сетей доверия – апосте-
риорный вывод. Суть апостериорного вывода заключается в 
следующем: при поступлении свидетельства (новой инфор-
мации) необходимо приравнять к нулю несовместимые со 
свидетельством вероятности исходов и нормировать остав-
шиеся вероятности, учитывая априорные данные с тем, что-
бы вероятности оставшихся исходов в сумме снова давали 
единицу [11, 13–17]. Априорные данные пересчитываются, 
в результате получается апостериорная оценка, которая, в 
свою очередь, будет являться априорной информацией в 
случае поступления новых свидетельств.

Апостериорный вывод в БСД основан на процедуре 
опроса БСД. Под опросом БСД понимается вычисление без-
условного распределения переменной на основе условных 
распределений БСД и поступивших данных (свидетельств) 
[11, 13–17]. Под свидетельством в данном случае понимается 
информация об отказе или работоспособности блоков.

На рис. 4 приведены графики изменения ВБР отдельных 
блоков по априорным данным и при поступлении новой  

ности, однако в теории вероятностей принято обозначение 
вероятности буквой «P», поэтому в статье приводится данное 
пояснение);

• вероятность того, что блок работоспособен в текущий мо-
мент времени, при условии, что блок был работоспособен в 
предыдущий момент (условная вероятность) – ((Rabot ) /j

tiP < >

1(Rabot ) )j
ti

< >
− ;

• вероятность отказа блока в текущий момент времени при 
условии, что блок был работоспособен в предыдущий момент 
(условная вероятность) – 1((Otkaz ) (Rabot ) )j j

t ti iP < > < >
− ;

• вероятность того, что блок работоспособен в текущий мо-
мент времени, при условии, что блок отказал в предыдущий 
момент (условная вероятность) – 1((Rabot ) (Otkaz ) )j j

t ti iP < > < >
− ;

• вероятность отказа блока в текущий момент времени 
при условии, что блок отказал в предыдущий момент (услов-
ная вероятность) – 1((Otkaz ) (Otkaz ) )j j

t ti iP < > < >
− ;

2) для блоков, имеющих родительские переменные  
( 1: parent( )j j j

i i ib b b< > < − > < >∀ ∃ = ), задаются условные вероят-
ности в зависимости от структурно-логической схемы на-
дежности, т. е. оценивается влияние элементов более низко-
го иерархического уровня на блоки более высокого иерар-
хического уровня.

Например, если блоки более низкого иерархического 
уровня 1j

ib
< − >  соединены последовательно с точки зрения 

надежности, то условная вероятность того, что блок более 
высокого иерархического уровня j

ib
< >  работоспособен при 

условии работоспособности всех блоков более низкого уров-
ня 1j

ib
< − > , равна 1, а условная вероятность того, что блок 

более высокого иерархического уровня j
ib
< >  работоспосо-

бен при условии отказа хотя бы одного из блоков более низ-
кого уровня 1j

ib
< − >, равна 0.

На рис. 1 показан пример фрагмента структурно сложно-
го комплекса с 4-уровневой структурой: на первом (нижнем) 
уровне блоки 1

1b
< >, 1

2b
< >, 1

3b
< >, 1

4b
< > , 1

5b
< >  соединены в виде 

«моста» с точки зрения надежности; на втором – блоки 2
1b
< > , 

2
2b
< >, 2

3b
< >  соединены по мажоритарной схеме «2 из 3», а 

2
4b
< >, 2

5b
< >  соединены параллельно; на третьем уровне бло-

ки 1
3b
< > , 3

2b
< >  соединены последовательно в блоке четверто-

го уровня 4
1b
< >  .

На рис. 2 показана структура байесовской сети доверия 
для фрагмента технического комплекса, изображенного на 

Рис. 1. Пример фрагмента структурно сложного технического комплекса 
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Рис. 2. Байесовская сеть доверия фрагмента структурно сложного технического комплекса

Таблица 1 
Условные вероятности для блока 2-го уровня 2

1b
< >  

1
1b
< > Rabot Otkaz
1

2b
< > Rabot Otkaz Rabot Otkaz
1

3b
< > Rabot Otkaz Rabot Otkaz Rabot Otkaz Rabot Otkaz
1

4b
< > Rabot Otkaz Rabot Otkaz Rabot Otkaz Rabot Otkaz Rabot Otkaz Rabot Otkaz Rabot Otkaz Rabot Otkaz

1
5b
< >

R
ab

ot

O
tk

az

R
ab

ot

O
tk

az

R
ab

ot

O
tk

az

R
ab

ot
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tk

az
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ab
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az

R
ab

ot

O
tk

az

R
ab

ot

O
tk

az

R
ab

ot

O
tk

az

R
ab

ot

O
tk

az

2
1b
< >

Rabot 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Otkaz 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Таблица 2 
Условные вероятности для блока 3-го уровня 3

1b
< >  

2
1b
< > Rabot Otkaz

2
2b
< > Rabot Otkaz Rabot Otkaz

2
3b
< > Rabot Otkaz Rabot Otkaz Rabot Otkaz Rabot Otkaz

3
1b
< >

Rabot 1 1 1 0 1 0 0 0

Otkaz 0 0 0 1 0 1 1 1

Таблица 3 
Условные вероятности для блока 3-го уровня 3

2b
< >  

2
4b
< > Rabot Otkaz

2
5b
< > Rabot Otkaz Rabot Otkaz

3
2b
< >

Rabot 1 1 1 0

Otkaz 0 0 0 1

Таблица 4 
Условные вероятности для блока 4-го уровня 4

1b
< >  

3
1b
< > Rabot Otkaz

3
2b
< > Rabot Otkaz Rabot Otkaz

4
1b
< >

Rabot 1 0 0 0

Otkaz 0 1 1 1
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Рис. 3. Динамическая байесовская сеть в среде GeNIe 

Рис. 4. Графики ВБР блоков по априорной информации и при поступлении информации об отказах 
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информации об отказах блоков в различные моменты времени: 
блок 2

5b
< > отказал в момент времени 12t = , а блок 1

4b
< > – 

24t = . Аналогичные графики изменения ВБР могут быть 
получены для комплекса в целом по априорным данным и 
при поступлении новой информации.

Рассмотрим практическое применение разработанной 
модели на примере подсистемы управления руководителя 
работ (ПСУ РР), входящей в состав автоматизированной 
системы управления технологическими процессами (АСУ 
ТП). ПСУ РР выполняет функции координации и диспетче-
ризации работ.

Исходными данными для построения модели ПСУ РР, 
основанной на динамической байесовской сети доверия, 
являются:

• структурные схемы ПСУ РР;
• описание логики функционирования и принципов ра-

боты ПСУ РР;
• критерий отказа системы (задается в ТЗ или разработ-

чиком);
• значения среднего времени безотказной работы или 

интенсивности потока отказов для блоков нижнего уровня 
детализации (элементов, модулей, плат), полученные из сер-
тификатов и справочников.

Допущения и ограничения при моделировании:
• блоки системы могут находиться только в двух состоя-

ниях: отказа или работоспособ ности;
• случайные моменты отказов блоков нижнего уровня де-

тализации имеют экспоненциальный закон распределения;
• при расчетах предполагается, что значения вероятно-

стей безотказной работы кабельных соединений, соедини-
тельных внешних разъемов равны единице;

• к началу работы система проходит полный контроль, и 
ВБР системы (и ее элементов) равна единице в начальный 
момент времени;

• время полагается дискретным с шагом дискретизации 
один час (при необходимости можно изменить шаг дискре-
тизации).

Построим модель для расчета ВБР ПСУ РР в среде 
GeNIe. Для блоков нижнего уровня детализации ПСУ РР

1: ( parent( ))j j j
i i ib b b< > < − > < >∀ ¬ ∃ =  (т. е. не имеющих роди-

тельских переменных) указывается (рис. 5):
• ВБР в начальный момент времени –

( )0(Rabot ) 0 1j j
ti iP P t< > < >
= = = = ;

• вероятность отказа в начальный момент времени –

( ) ( )0(Otkaz ) 0 1 0 0j j j
ti i iP Q t P t< > < > < >
= = = = − = = ;

• вероятность того, что блок работоспособен в текущий 
момент времени t  при условии, что блок был работоспосо-
бен в предыдущий момент ( )t t− ∆  –

( - )
((Rabot ) (Rabot ) )

j
i j

i
j

i

t
tj j

t t ti i t t

eP e
e

< >
< >

< >

−λ
−λ ⋅∆< > < >

−∆ −λ ∆
= =

(в предположении экспоненциального закона распределения 
наработки на отказ). Так как время принято дискретным с 
шагом дискретизации один час, т. е. t∆ = 1 ч,

1 ( -1)
((Rabot ) (Rabot ) )

j
i j

i
j

i

t
j j

t ti i t

eP e
e

< >
< >

< >

−λ
−λ< > < >

− −λ
= =  

(при необходимости шаг дискретизации можно изменить, 
если потребуется более высокая/низкая частота контроля 
ВБР комплекса);

• вероятность отказа блока в текущий момент времени 
при условии, что блок был работоспособен в предыдущий 
момент –

1((Otkaz ) (Rabot ) ) 1
j

ij j
t ti iP e

< >−λ< > < >
− = − ;

• вероятность того, что блок работоспособен в текущий 
момент времени, при условии, что блок отказал в предыду-
щий момент –

 1((Rabot ) (Otkaz ) ) 0j j
t ti iP < > < >

− = , 

если блок не восстанавливается, или с учетом восстанов-
ления – 

ì
1((Rabot ) (Otkaz ) ) 1

j
ij j

t ti iP e
< >−< > < >

− = − , 

где j
i
< >µ  – интенсивность восстановления i-го блока j-го 

иерархического уровня;
• вероятность отказа блока в текущий момент времени 

при условии, что блок отказал в предыдущий момент –

1((Otkaz ) (Otkaz ) ) 1j j
t ti iP < > < >

− = , 

если блок не восстанавливается, или с учетом восстанов-
ления –

ì
1((Otkaz ) (Otkaz ) )

j
ij j

t ti iP e
< >−< > < >

− =  .

Для блоков, имеющих в своем составе блоки более низ-
кого уровня детализации, указываются условные вероятно-
сти с учетом структурно-логической схемы надежности. Из 
структурно-логической схемы надежности «Канала № 1 пи-
тания контроллера» (рис. 6 а) видно, что «Источник пита-
ния № 1» и «Канал № 1 устройства ввода питания (УВП)» 
соединены последовательно с точки зрения надежности, т. е. 
отказ любого из них приведет к отказу «Канала № 1 питания 
контроллера». Параметры «Канала № 1 питания контролле-
ра» представлены на рис. 6 б.

Для более компактного представления модели ПСУ РР 
были использованы конструкции среды GeNIe – субмоде-
ли («submodels»), которые позволяют скрыть блоки более 
низкого уровня для облегчения восприятия модели в целом 
и навигации по составным частям, но при необходимости 
можно раскрыть более подробный состав интересующей 
части модели. Использование субмоделей позволяет улуч-
шить пользовательский интерфейс. На рис. 7 в свернутом 
виде представлена динамическая байесовская сеть доверия 
ПСУ РР.

Динамическая байесовская сеть доверия ПСУ РР состоит 
из:

• 347 блоков c 694 состояниями;
• 660 связей;
• 117 880 параметров;
• 78 субмоделей.
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Рис. 5. Параметры блока нижнего уровня детализации

Рис. 6. Дерево отказов и БСД блока «Канал питания контроллера»:  
а) дерево отказов канала питания контроллера; б) параметры блока «Канал питания контроллера»
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Рассмотрим пример, когда в различные моменты времени 
поступает информация об отказах блоков ПСУ РР (табл. 5):

С учетом данной информации сделан апостериорный вы-
вод в динамической байесовской сети доверия и получена 
ВБР ПСУ РР. На рис. 8 изображены графики изменения ВБР 
по априорным данным и при поступлении новой информа-
ции об отказах блоков в различные моменты времени.

Согласно ТЗ, при выполнении работ одного расчетного 
цикла нормативное значение вероятности безотказной рабо-
ты АСУ ТП и ПСУ РР должно быть не ниже 0,995.

Анализ графиков на рис. 8 позволяет сделать следующие 
выводы:

• значение ВБР ПСУ РР, полученное по априорной ин-
формации о надежности элементов, на момент времени t = 
= 51 ч равно 0,9995 и соответствует требованиям ТЗ;

• значение ВБР ПСУ РР, полученное c учетом информа-
ции об отказах блоков ПСУ РР, на момент времени t = 20 ч 
(табл. 5) равно 0,998. Прогнозное значение ВБР на момент 
времени t = 51 ч равно 0,9954, что соответствует требовани-
ям ТЗ;

• при дальнейшем поступлении информации об отказах 
элементов ПСУ РР (табл. 5) происходит обновление вероят-
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Рис. 7. Динамическая байесовская сеть доверия ПСУ РР 

Таблица 5 
Поступающая информация об отказах блоков ПСУ РР 

Блок Момент  
отказа, ч

Блок № 2 комплекта № 1 стойки «Устройство связи  
с объектом № 2» 5

Компьютер № 1 автоматизированного рабочего места  
руководителя работ (АРМ РР) 8

Вентилятор № 1 системы вентиляции стойки «Устройство 
управления» 9

Канал № 1 питания контроллера № 2 стойки «Устройство 
управления» 10

Блок № 1 комплекта № 1 стойки «Устройство связи  
с объектом № 1» 10

Модуль № 1 дискретного ввода-вывода 12

Вентилятор № 2 системы вентиляции 14

Платы интерфейсные № 1, № 3 16

Канал № 2 системы передачи данных 17

Блок № 2 комплекта № 2 стойки «Устройство связи  
с объектом № 2» 17

Питание системы передачи данных 20

Модуль № 2 дискретного ввода-вывода 22

Компьютер № 3 АРМ РР 25

Контроллеры № 1, № 3 29

ностей в модели, и значение ВБР на момент времени t = 29 ч, 
будет составляет 0,993. Прогнозное значение ВБР на момент 
времени t = 51 ч равно 0,987, что ниже значения ВБР, уста-
новленного требованиями ТЗ. Следовательно, необходимо 
восстановить отказавшую часть оборудования.

Таким образом, разработанная модель позволяет оценить 
ВБР ПСУ РР при поступлении новой информации о ВБР со-
ставных элементов в текущий и будущий моменты времени. 
Прогнозные значения ВБР целесообразно использовать для 
выбора стратегии восстановления системы.

Отметим, что при поступлении новой информации кор-
ректируется значение ВБР не только в текущий и будущий, 
но и в прошлый момент времени (рис. 8), т. е. решается за-
дача ретроспективного анализа. Ретроспективный анализ 
обеспечивает лучшую оценку информации о состоянии, ко-
торая была доступна к тому времени (поскольку включает 
больше свидетельств).

ретрОсПектиВный аналиЗ 
Рассмотрим пример использования разработанной моде-

ли для ретроспективного анализа.
При расследовании аварийных ситуаций, анализе про-

исшествий на сложных технических комплексах главной 
целью является определение причины аварии (происше-
ствия). Особую актуальность это принимает, когда анализ 
произошедшего события, выявление первопричины аварии 
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Рис. 8. Вероятность безотказной работы ПСУ РР с учетом информации об отказах 

Рис. 9. Схема поиска причины отказа ПСУ РР 
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и принятие соответствующих мер позволяет исключить или 
уменьшить вероятность повторения неблагоприятных собы-
тий, а значит, выполнить поставленную задачу, уменьшить 
экономические потери и т. д.

Допустим, что в момент времени t = 5 ч произошел отказ 
ПСУ РР. Раскрывая последовательно блоки более низкого 
уровня, можно определить блок, вероятность отказа которо-
го наибольшая. Из рис. 9 видно, что блок «Панель № 1» 
стойки «Устройство связи с объектом № 2» имеет наиболь-
шую вероятность отказа по сравнению с другими блоками, 
следовательно, необходимо проверить блок «Панель № 1» в 
первую очередь и при необходимости заменить его.

Далее допустим, что блок «Панель № 1» проверен и сде-
лан вывод, что он работоспособен, тогда в динамическую 
байесовскую сеть поступает данная информация, проис-
ходит обновление вероятностей, и поиск следующего блока 
с наибольшей вероятностью отказа продолжается до того 
момента, пока не будет найден отказавший блок. Описанный 
алгоритм поиска причины отказа позволяет оптимизировать 
время поиска неисправности, а следовательно, уменьшить 
время восстановления работоспособного состояния объекта, 
что крайне важно в условиях жестких временных ограниче-
ний выполнения технологического графика.

Заключение 
Таким образом, в статье предлагается модель динами-

ческой байесовской сети доверия для оценки ВБР сложных 
многоуровневых комплексов. Данная модель предоставляет 
возможность руководителю работ (или оператору):

• контролировать ВБР комплекса при поступлении новой 
информации об отказах элементов. В БСД происходит об-
новление значения ВБР комплекса, учитывая поступающую 
новую информацию о надежности блоков;

• прогнозировать значение ВБР с целью выбора стратегии 
восстановления комплекса;

• поддерживать принятие решений при поиске причины 
отказа комплекса.
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Abstract. The article proposes a new approach to the estima-
tion of parameters of reliability of complex hierarchical systems. 
Approach based on dynamic Bayesian Networks. The developed 
model allows to take into account the receipt of new information 
on the reliability of complex elements, which gives the opportunity 
to predict the probability of non-failure operation technical system, 
adjust the maintenance frequency and complex recovery strategy.
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Аннотация. Алгоритмы, применяемые для обучения пер-
септронов и для обучения специальных архитектур нейрон-
ных сетей часто содержат параметры, которые пользователь 
выбирает на основе опыта и известных рекомендаций других 
авторов («вручную»). От выбора этих параметров существенно 
зависит скорость достижения алгоритмом результата. Сегодня 
нет общей методики автоматизированного определения таких 
параметров. В работе описывается алгоритм модификации из-
вестного метода RPROP, позволяющий повысить скорость его 
сходимости при распознавании образов.

Ключевые слова: нейронные сети, RPROP, распознавание 
образов.

Одним из ключевых критериев оценки эффективности 
любого метода обработки данных является скорость его ра-
боты [1]. В данной статье предложен эффективный метод 
повышения скорости работы эвристических алгоритмов 
оптимизации [2] для задач минимизации функции ошибки

{ }( ): m
iE w R R+→  нейронных сетей [3, 9] при использова-

нии их в решении задачи распознавании образов.
Рассмотрим сначала общую ситуацию. Особенностью 

большинства эвристических алгоритмов оптимизации яв-
ляется наличие параметров, выбираемых вручную. Такими 
параметрами часто являются константы или функции, харак-
теризующие изменение «скорости шага» [3, 9]. В описаниях 
алгоритмов, как правило, даны либо конкретные рекомен-
дуемые значения параметров, либо общие ограничения на 
их выбор.

В настоящей работе предложен общий подход к выбору 
параметров алгоритмов. В качестве объекта для примене-
ния предлагаемого метода выбран алгоритм оптимизации 
первого порядка RPROP [2, 10]. Результаты статистических 
исследований [5] показывают высокую скорость сходимо-
сти алгоритма RPROP в сравнении с другими градиентными 
алгоритмами. При этом отметим, что данный метод может 
быть перенесен на другие алгоритмы оптимизации без су-
щественных изменений.

Приведем основные шаги алгоритма RPROP [11] для ми-
нимизации функции ({ })iE w  ошибки нейронной сети, за-
данной на множестве весовых коэффициентов { }iw  .

Шаг 1 
Для каждого весового коэффициента iw  произвольно вы-

бираем число (0) 0i∆ > , формулируем условие остановки 
алгоритма (например, максимальное количество итераций 

или максимальное значение функции ошибки) и выбираем 
параметры алгоритма 1+η >  и 0 1−< η <  .

Шаг 2 
На t-й итерации для всех i  вычисляем значения 

 

( 1) ( )( ) ( 1), 0;

( 1) ( )( ) ( ) ( 1), 0;

( 1) ( )( 1), 0,

i
i i

i i
i i

i
i i

E t E tt if
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а затем 
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Корректируем значения весовых коэффициентов по фор-
муле 

( 1) ( ) ( ).i i iw t w t w t+ = + ∆  

Шаг 3 
Проверяем условие остановки алгоритма. Если условие 

остановки не выполнено, переходим к шагу 2, в противном 
случае заканчиваем действия по алгоритму.

Особенностью RPROP является наличие константных 
величин +η  и −η . Конкретные значения этих величин су-
щественно влияют как на сходимость, так и на скорость схо-
димости алгоритма.

Введем в рассмотрение вещественную непрерывную 
функцию 0 1 1( , , ,..., )nF t a a a −  от переменной t , зависящую от 
n  параметров 0 1 1, ,..., na a a − . Если функция определена на 
всех возможных наборах вещественных параметров 

0 1 1, ,..., na a a − , будем называть ее подстановкой.

ОПисание метОда 
Заменим в (1) величину +η  подстановкой 0 1( , , ,...,F t a a

an–1), где t  – номер итерации алгоритма. Введём в рассмотре-
ние отображение 
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( ) : ,nA X R G N⊃ →  

ставящее в соответствие набору параметров 0 1 1, ,..., na a a −
количество итераций, за которые RPROP сходится при данных 
параметрах. Совокупность параметров 0 1 1, ,..., na a a − будем 
интерпретировать как точку 0 1 1( , , , ) n

na a a R−= … ∈X  .
Пусть множество nG R⊂  состоит из тех точек X, на 

которых RPROP сходится. Назовём его пространством схо-
димости отображения A . Задача повышения скорости схо-
димости RPROP сводится к задаче минимизации отображе-
ния A  на своём пространстве сходимости.

Для минимизации A  предлагается следующая модифи-
кация алгоритма многогранника [4]:

Шаг 1. Выбираем точку (0)p  из пространства сходимости 
и некоторое значение параметра r . Формулируем условие 
остановки алгоритма. В качестве условия остановки может 
выступать, например, максимальное число итераций.

Шаг 2. На t-й итерации выбираем несколько точек, от-
стоящих на расстояние r  от ( 1)p t −  (в смысле обычного 
расстояния в nR ). Вычисляем для каждой из получившихся 
точек значение отображения A, принимаем в качестве ( )p t  
ту точку, на которой значение отображения A  меньше, чем 

( ( 1))A p t −  .
Шаг 3. Проверяем условие остановки. Если оно выполне-

но, тогда заканчиваем действия по алгоритму. В противном 
случае переходим к шагу 2.

Геометрическая интерпретация алгоритма приведена на 
рис. 1.

1) выбрать структуру нейронной сети;
2) выбрать алгоритм обучения и зафиксировать его па-

раметры;
3) для множества «подобных» обучающих выборок при-

менить выбранную нейронную сеть, выбранный алгоритм 
обучения и фиксированные параметры алгоритма.

Теперь подробнее поясним применение описанного ал-
горитма к решению задач распознавания образов. Отметим, 
что понятие подобности обучающих выборок определяется 
конкретной решаемой задачей. Для задачи распознавания 
рукописных букв подобными целесообразно считать обуча-
ющие выборки из одних и тех же букв, написанных разными 
людьми с похожим почерком.

Предложенный здесь метод показал свою эффективность 
именно в ситуации применения сети фиксированной струк-
туры с фиксированным алгоритмом обучения и фиксиро-
ванными параметрами алгоритма к множеству обучающих 
выборок.

Схема применения метода следующая:
1) выбрать структуру нейронной сети;
2) выбрать алгоритм обучения;
3) выбрать одну обучающую выборку из множества по-

добных обучающих выборок;
4) оптимизировать алгоритм обучения описанным мето-

дом для выбранной обучающей выборки;
5) зафиксировать оптимизированный алгоритм;
6) применить оптимизированный алгоритм для осталь-

ных обучающих выборок.

Примеры ПОдстанОВОк  
и реЗультаты эксПериментОВ 
ПОлинОмиальная ПОдстанОВка 

Довольно эффективной оказывается подстановка 

1
0 1 1 0 1 1( , , ,..., ) ... .n

n nF t a a a a a t a t −
− −= + + +  

Такую подстановку назовем полиномиальной. Число n  
для полиномиальной подстановки определяется исходя из 
условий конкретной задачи или класса задач. Результаты 
статических исследований использования полиномиальной 
подстановки показали, что для различных конфигураций 
нейронных сетей предложенный метод находит модифика-
ции алгоритма RPROP, которые примерно в 3 раза превос-
ходят по скорости сходимости «стандартный» RPROP, при-
чем с возрастанием n  результат меняется незначительно. 
Часть абсолютных значений результата эксперимента пред-
ставлена в таблице.

Рис. 1. Геометрическая интерпретация алгоритма 

Стрелками иллюстрируется движение точки в «опти-
мальном» направлении.

Замечание. Результат применения алгоритма зависит от 
выбора начальной точки (0)p  и параметра r . Априори, осо-
бенно на практике, довольно сложно сделать выводы о про-
странстве сходимости отображения A  и гарантировать, что 
хотя бы одна точка на окружности попадает в пространство 
сходимости. Для устранения этого недостатка, а также для 
повышения эффективности алгоритма предлагается рассма-
тривать его вариации с динамически меняющимися радиу-
сами, несколькими начальными точками и пр.

схема Применения метОда для минимиЗации 
функции Ошибки { }( ) : +→m

iE w R R  нейрОннОй сети 
Часто для решения различных практических задач ней-

росетевым способом (распознавания образов, предсказания 
курса валют и др.) пользуются следующей схемой:

p(0)

p(1)
r

r

rp(2)

p(3)

Результаты эксперимента 

Количество  
элементов  

обучающей  
выборки

Количество  
эпох метода 

Градиентного 
спуска

Количество  
эпох метода 

RPROP

Количество эпох 
модифициро-

ванного метода 
RPROP

1 1252 239 5 4

2 5097 374 8 7

3 5135 375 22 12

4 5225 938 254 035 122 041

4 6963 032 21 18

4 55 070 050 1388 763 583 096
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Выбор первого приближения для полиномиальной под-
становки может быть проведен следующим образом. Пусть 
для заданной обучающей выборки стандартный алгоритм 
RPROP с заданным параметром +η  сходится. Если в каче-
стве первого приближения в описанной модификации мето-
да многогранника выбрать точку ( )0 ( , 0, , 0)p += η … , то по 
построению алгоритма видно, что число итераций сходимо-
сти модифицированного RPROP, по крайней мере, не увели-
чится. На практике число итераций значительно уменьша-
ется.

нейрОсетеВая ПОдстанОВка 
Утверждение теоремы Цыбенко [8] о нейронных сетях 

заключается в следующем: любая непрерывная функция 
может быть сколь угодно точно приближена однослойной 
нейронной сетью с произвольной нелинейной функцией ак-
тивации. Это утверждение дает мотивацию к выбору нейрон-
ной сети в качестве подстановки. Рассмотрим полносвязную 
нейронную сеть с одним скрытым слоем (рис. 2). Пусть сеть 
содержит один нейрон во входном слое, один нейрон в вы-
ходном слое и такое количество нейронов в скрытом слое, 
чтобы суммарное количество весовых коэффициентов сети 
было n .

Пусть функции активации нелинейны.

Заключение 
Авторы разработали на языке C# для платформы Microsoft.

NET программный комплекс, реализующий нейросетевую 
объектную модель и описанные алгоритмы. Прикладной за-
дачей разработанного программного комплекса является за-
дача распознавания образов. В качестве обучающей выборки 
образов для проведения эксперимента по определению эф-
фективности предложенного в работе метода выступала база 
MNIST [6, 7]. Результаты работы программного комплекса 
показали, что применение полученных алгоритмов позволяет 
существенно экономить процессорное время вычислитель-
ной системы, что в несколько раз повышает эффективность 
её использования по сравнению с системами, использующими 
стандартный алгоритм RPROP для обучения нейронных сетей.
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Рис. 2. Нейронная сеть с одним скрытым слоем 

Такую сеть можно взять в качестве подстановки F(t, a0, 
1 1,..., ) ,na a − где набор 0 1 1( , ,..., )na a a − является набором весо-

вых коэффициентов сети, а t  – входной переменной. Для ней-
росетевой подстановки справедливо такое же замечание о 
выборе первого приближения, как и для полиномиальной под-
становки, а именно: диапазон изменения значений подстанов-
ки определяется активационными функциями сети, таким 
образом, можно выбрать сеть с условием ( ,0,...,0) .F t += η  

t
F(t)

a0

a1

an–1
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Abstract. For perceptron learning and also for special architecture 
neural networks the learning algorithms used normally have some 
parameters chosen on the basis of the previous experience of peo-
ple involved or according to some external recommendations, that is 
“manually”, as we say. The parameter choice can determine the speed 
of the algorithm result achievement. Today there is no universal meth-
od of automatic determination of such parameters. The article de-
scribes an algorithm of the well-known RPROP method modification 
leading to the increase of convergence speed in pattern recognition.

Keywords: neural networks, RPROP, pattern recognition.

RefeRences 
1. Blagoveshchenskaia E. A., Zuev D. V. O skhodimosti metodov 

obu-cheniia neironnykh setei [On the Convergence of Methods 
of Training Neural Networks]. Materialy XIX Mezhdunarodnoi 
konferentsii po Vychislitel’noi mekhanike i sovremennym prikladnym 
programmnym sistemam (VMSPPS’2015) [Articles XIX Int. Conf. 
on Computer Mechanics and Modern Applied Codes]. Moscow, 
2015. Pp. 130–131.

2. Vasil’ev A. N., Tarkhov D. A. Neirosetevoe modelirovanie. 
Printsipy. Algoritmy. Prilozheniia [Neural network modeling. 
Principles. Algorithms. Applications]. St. Petersburg, Izdatelstvo 
Politekhnicheskogo Universiteta, 2009. 528 p.

3. Kruglov V. V., Dli M. I., Golunov R.Iu. Nechetkaia logika i 
iskusstvennye neironnye seti [Fuzzy Logic and Artificial Neural 
Networks]. Moscow, Fizmatlit, 2000. 224 p.

4. Metod Neldera – Mida [Method Neldera – Mida]. Available 
at: https://ru.wikipedia.org/wiki/ %D0 %9C %D0 %B5 %D1 %82 
%D0 %BE %D0 %B4_ %D0 %9D %D0 %B5 %D0 %BB %D0 %
B4 %D0 %B5 %D1 %80 %D0 %B0_ %E2 %80 %94_ %D0 %9C 
%D0 %B8 %D0 %B4 %D0 %B0 (accessed 14.04.2013) 

5. Opisanie algoritma RPROP [Description of the Algorithm 
RPROP]. Available at: Rezhim dostupa: http://www.basegroup.
ru/library/analysis/neural/rprop (accessed 14.04.2013).

6. Opisanie bazy dannykh MNIST [Database Description 
MNIST]. Available at: http://yann.lecun.com/exdb/mnist/(accessed 
14.04.2013).

7. Opisanie raboty s bazoi dannykh MNIST i rezul’taty 
eksperimentov [How to Work with the Database and the Results 
of Experiments MNIST]. Available at: http://yann.lecun.
com/exdb/publis/pdf/lecun-01a.pdf (accessed 14.04.2013).

8. Teorema Tsybenko [Theorem Tsybenko]. Available at: 
http://deeplearning.cs.cmu.edu/pdfs/Cybenko.pdf (accessed 
06.10.2015).

9. Khaikin. S. Neironnye seti. Polnyi kurs [Neural networks. 
Full course]. Moscow, Vil’iams, 2006. 1104 p.

10. Riedmiller M., Braun H. A Direct Adaptive Method for 
Faster Backpropagation Learning: The RPROP Algorithm. San 
Francisco, 1993.

11. Riedmiller M., Braun H. RPROP – A Fast Adaptive 
Learning Algorithm. Proc. Int. Symp. Computer and Inform. 
Sci. 1992. VII.


