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Соколова С.П., Ширяева О.И. Агрегатированная система сравнения для интерваль-

ной системы управления. 

Аннотация. Представлены результаты развития метода векторных функций Ляпунова и 

принципа сравнения на класс интервальных систем управления. Представлена процеду-
ра построения и исследования динамических свойств агрегатированной системы сравне-

ния для многомерной интервальной системы управления.  
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Sokolova S.P., Shiryayeva O.I. Aggregated composite system to interval control system. 

Abstract. Procedure of construction and research of dynamical properties of the aggregated 

composite system for interval control system is presented. Results of Lyapunov’s method de-

velopment on the objects with parametrical uncertainty class for the purpose of reception of 
composite model for separate subsystems and their aggregation in system are offered. 

Keywords: interval system, equal-deflection method, aggregation composite system. 

 

1. Введение. Сложные системы управления, как правило, вклю-

чают в себя набор взаимодействующих определенным образом подси-

стем, математические модели которых имеют разнообразную динами-

ку, большую размерность, неопределенности (координатные и пара-

метрические), различные области функционирования. При переходе из 

одной области функционировании в другую в них могут происходить 

структурные изменения. К числу таких систем можно отнести следую-

щие: 

― электроэнергетические, функционирующие в условиях возник-

новения и развития аварийных ситуаций (короткие замыкания, обрывы 

линий, отключение и подключение нагрузок и т. д.); 

― экономические, включающие в себя развитие и структурные 

преобразования при изменении выпуска и номенклатуры продукции в 

соответствии со структурой спроса и предложения; 

― природно-экологические с особо опасными динамическими про-

цессами: восходящая и нисходящая ветви эпизоотических процессов, 

периоды депрессии до и после них; 

― распределенные компьютерные сети: режимы нормального и 

абнормального функционирования (режим вторжения) и т. д. 

Принцип сравнения с вектор-функцией Ляпунова (ВФЛ) [1] поз-

воляет построить агрегатированную систему сравнения, имеющую, как 
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правило, математическую модель более простой структуры и меньшей 

размерности (размерность определяется числом входящих подсистем), 

но эквивалентной исходной системе по динамическим свойствам. Бла-

годаря исследованиям В.М. Матросова, С.Н. Васильева и др. [2, 3] на 

основе принципа сравнения был развит ВФЛ-метод нелинейного ди-

намического анализа систем разнообразной природы, нашедший мно-

гочисленные приложения в исследованиях крупномасштабных систем 

управления с точечными значениями параметров. Развитие принципа 

сравнения на класс неопределенных систем с неопределенностью ин-

тервального типа неоднозначно, так как из-за отсутствия полноценной 

дистрибутивности интервального пространства большинство задач 

интервального анализа являются NP-трудными. Это приводит к необ-

ходимости использовать внешние и внутренние оценки соответствую-

щих множеств решений. Построение агрегатированной системы срав-

нения для многомерной интервальной системы управления позволяет 

значительно облегчить вычислительные трудности. 

Ниже представлено решение задачи построения и исследования 

динамических свойств агрегатированной системы сравнения на основе 

использования ВФЛ и принципа сравнения для многомерной интер-

вальной системы управления. 

2. Построение уравнений сравнения для отдельных подсистем 

интервальной системы управления. Пусть математическая модель 

интервальной системы управления, имеет вид: 

)()()( tuBtxtx  A , 00)( xtx  , (1) 

где   ,0tt  ― непрерывное время; Rt 0  — начальный момент 

времени; nnIR A  — интервальная матрица с элементами [4] 

, ,     , 1,
ij

ijijij
a a i j nA a a , 

Raa ijij ,  — соответственно нижняя и верхняя границы значений 

элементов матрицы А ; nnIR   — множество интервальных матриц 

размерности )( nn , элементами которых являются вещественные ин-

тервалы; mnRB   — матрица размерностью mn  с элементами 

 mj,nibB ij ,1,1:  , 

mRtu )(  — векторное управление. 

Пусть векторное управление имеет вид [5]: 
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( ) ( )u t Cx t  , (2) 

где m nC R   — точечная матрица размерностью nm  c элементами 

 : 1, , 1,ijC c i m j n   . 

С учетом (2) получим математическую модель замкнутой интер-

вальной системы управления в виде 

( ) ( ) ( ) ( )x t x t BC x t  D A , (3) 

где nnIR D  — интервальная матрица размерностью )( nn  с эле-

ментами 

 , ,  1, , 1,ijijij ij
n d d i n j nd d ,  Rdd ijij

, . 

Процедура построения уравнений сравнения состоит из несколь-

ких этапов [5]:  

— декомпозиции (3) на отдельные подсистемы; 

— построения уравнений сравнения для отдельных подсистем и агре-

гатированной системы сравнения. 

Для декомпозиции исходной интервальной системы управле-

ния (3) на отдельные подсистемы воспользуемся каскадным типом 

декомпозиции. В результате ее применения математическая модель 

исходной системы управления (3) будет иметь структуру, состоящую 

из lkSk ,1,  , подсистем, связанных между собой различными входо-

выходными связями. Каждая подсистема будет представляться мате-

матической моделью 
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v
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где kn
k Rtx )(  — вектор состояний k-ой подсистемы; 
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k
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, 

kk nn
k IR


D  — интервальные матрицы размерностью kk nn   с эле-

ментами 

, ,  , 1, , 1, , ,
k k
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vk nn
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  — точечные матрицы соответственно размерностью 

vk nn   с элементами 
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1   1 , , 1, ,
kv

kv ij k v
D d  i ,n , j ,n k v l k v . 

Матрица D в блочном виде может быть представлена в виде 
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где lkIR kk nn
k ,1, 


D  — диагональные матрицы, определяющие соб-

ственную динамику подсистем, 
,

( ),
k v

kv n n
D M R  

k v
n n   , 1,k v l  — 

внедиагональные матрицы связи, определяющие взаимосвязи между 

подсистемами. 

Рассмотрим процедуру построения уравнений сравнения для от-

дельных подсистем lk     ,Sk ,1 , без учета взаимосвязей между под-

системами, т. е. при условии, что матрицы 

lvkD
vk nnkv ,1,,0   . 

Математические модели для изолированных подсистем в соответ-

ствии с (4) представляются в следующем виде: 

: ( ) ( ), 1,k k k kS x t x t k l D . 
(5) 

Чтобы построить уравнения сравнения для (4), выберем ВФЛ в 

виде знакоопределенных положительных квадратичных форм: 

lktxtxx kk
T
kkk ,1),()()(  HV , (6) 

где Hk — симметрические, положительно-определенные интервальные 

матрицы 0T
kk HH  , размерности kk nn  : 

  .0,0,
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Выбранные матрицы Hk удовлетворяют интервальным матрич-

ным уравнениям Ляпунова: 
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lk
sym
kkkk

T
k ,1,  GDHHD , (7) 

где 
sym
kG  — произвольно задаваемые интервальные симметрические 

положительно определенные матрицы   0, sym
k

Tsym
k

sym
k G  GG  ,= раз-

мерности kk nn  , такие, что: 
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(8) 

Введем множество матриц kk nn
k RH


 , удовлетворяющее выра-

жению: 

 tol
sym
kk G,D  

     k
T
k

T
k

T
k

T
k

sym
kkk

nn
k GDHHDGDRH  

GD k , 
(9) 

которое называется допустимым множеством решений [4, 6] интер-

вального матричного уравнения Ляпунова (7). 

Для решения задачи распознавания непустоты допустимого мно-

жества решений (9) введем в рассмотрение вспомогательное матрич-

ное уравнение Ляпунова [6]: 

lkHH kkKk
T
k ,1,  GDD . 

(10) 

Допустимое множество решений интервального матричного 

уравнения Ляпунова (10) будет иметь вид: 

  tol kk G,D  

      k
T
k

T
k

T
k

T
kkkk

nn
k GDHHDGDRH  

GD k . 

 

(11) 

Предположим, что допустимое множество решений (11) непусто 

и пусть некоторые матрицы lkHH k
T
kk ,1,  H  принадлежат 

множеству (11): 

  lkHH kktol
T
kk ,1,0  G,D , (12) 

тогда 

   
tol kktol

T
kkkkk HHH ),(),,( GDGD . (13) 

При выполнении соотношения (12) матрицы kkk
T
k DHHD   сим-
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метрические для любой 

kkD D  и kkkkkk
T

k DDHHD D  G  , . 

Отсюда следует существование симметрических матриц 

k
T
kk GG G , таких, что 

lkDHHD kkkk
T
k ,1,  G . 

Принимая во внимание соотношение (8), можно записать: 

lkDHHD
sym

kkkk
T

k ,1,  G , 

для любых kH , и тогда в силу произвольности выбора симметриче-

ских матриц kH  включение (13) является справедливым. 

Класс матриц kH , принадлежащих множеству (11), выделяет 

следующее соотношение: 

kkkkkkkkk
T

k HHHH D D  G D D 
T

radradradmidmidmid  G , (14) 

где 

 
2

midmid
xx

xx


 ;  x ,  
2

xx
xx


 ; rad rad x  

соответственно середина и радиус интервального числа x . 

Применительно к интервальным матрицам эти процедуры пони-

маются в поэлементном смысле. 

Из соотношения (14) следует, что если некоторые матрицы kH  

являются решением точечного уравнения Ляпунова 

k
T

G DD mid midmid -HH kkkk =  

и удовлетворяет условию 

kkkkk HH G D D 
T

radradrad  , 

где знак неравенства понимается в поэлементном смысле, то: 

 kktol ,H GD . 

Для решения системы уравнений (7) воспользуемся формализмом 

кронекеровского произведения матриц [6] и получим интервальную 

систему линейных алгебраических уравнений: 

lkkkk ,1,  ghF , (15) 
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где
22
kk nn

k IR


F ,  — символ кронекеровского произведения матриц; 

Е — единичная матрица размерности  kk nn  , lk ,1 ; k
iH  — i-е 

столбцы матриц kH ; k
iG  — i-е столбцы матриц kG , lkni k ,1,,1  . 

Условия следующей теоремы позволяют определить внутреннюю 

оценку множества (15). Задача нахождения внутренней оценки множе-

ства хорошо изучена в работе [6], поэтому здесь приведем только тео-

рему относительно уравнения (15). 

Теорема 1. Если интервальные векторы kh , lk ,1 , являются пра-

вильными, т. е. 
2

kn
k IRh , и представляют собой алгебраическое ре-

шение интервальной системы линейных алгебраических уравнений 

(15), то множество всех симметрических матриц 

  k
k
n

kk
k

T
kkkk

nn
k

sym
k HHHcolhHHHRH kk h    HH 


,...,,,, 21 , 

если оно непусто, является внутренней оценкой множества 

 sym
kktol ,GD  [6]. 

Задача нахождения допустимого множества решений (15) являет-

ся NP-полной. Следующий алгоритм позволяет снизить вычислитель-

ные трудности за счет специально сконструированных множеств век-

торов и матриц. 

Для построения семейства точечных матриц kkH H  введем в 

рассмотрение вспомогательное множество [7] 

   k
k
i

nk
i

k nilkzRzz k ,1,,1,1,1:  , 

и определим 12,1  nq  ключевых матриц вида: 

  ,, kkq
kq
ijkq DdD D     (16) 
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Принимая во внимание выражение (15), систему линейных алгеб-

раических уравнений для каждой ключевой матрицы kkqD D  можно 

представить в виде: 

12,1,,1,  n
kqkqkq qlkghF , T

kq
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kqkq DEEDF  , (17) 
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где k
iH  — i-е столбцы матриц kH , k

iG  — i-е столбцы матриц kG , 

lkni k ,1,,1  . 

Матрицы kqH  и kqD , lk ,1 , 12,1  nq  определяют множе-

ство ВФЛ 

)()()( txHtxxV kkq
T
kkkq  , (18) 

удовлетворяющее соотношениям 

2

2

2

1 )()()( txcxVtxc k
q
kkkqk

q
k  , 

2

3 )()( txcxV k
q
kkkq  , 

4
grad ( ) ( )

k

q

x kq k k k
V x c x t , 

(19) 

где lk  xk ,1,   — евклидова норма вектора kx , , 1,4,
q

sk
c s  

1,k l  — положительные вещественные числа, выражающиеся через 

собственные значения матриц kqH  и kqG : 

 kq
q
k Hc min1  , 

2 max

q

k kq
c H ,  

3 min

q

k kq
c G , 

4 max
2

q

k kq
c H , 

(20) 

)(min kqH , )(max kqH  и )(min kqG  — соответственно минимальные 

собственные значения матриц kqH , максимальные собственные значе-

ния матриц kqH , минимальные собственные значения матриц kqG . 
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Воспользуемся соотношениями (18)–(20) для построения матема-

тической модели системы сравнения относительно 
2

kx , которая при-

нимает вид: 

1

2

3 2,1,,1),()(  n
kqq

k

q
k

kq qlktz
c

c
tz . (21) 

Таким образом, системе (5) ставятся в соответствие уравнения 

сравнения (21), которые эквивалентны по динамическим свойствам 

отдельным изолированным подсистемам (4). 

3. Исследование динамических свойств интервальной агрега-

тированной системы сравнения. Рассмотрим математическую мо-

дель интервальных подсистем с учетом взаимосвязей, где каждая k-я 

подсистема описывается математической моделью (4). Далее при ис-

следовании динамических свойств интервальной системы (4) будем 

понимать исследование динамических свойств семейства математиче-

ских моделей, для которых )()( ttDk kD : 

  ,,1)()()(
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  ,Dk  (22) 

где kkD D , kvD  — точечные матрицы размерностью )( kk nn   и 

)( vk nn  соответственно с элементами 

  l1,k,nj  idD k
k
ijk  ,1,: , 

  lvk,nj  ,,n idD vk
kv
ijkv ,1,,11:  . 

Чтобы построить агрегатированную систему сравнения для (22), 

воспользуемся построенными ВФЛ (18) и оценками (19). Для получе-

ния оценки сверху на производные от ВФЛ воспользуемся выражени-

ем: 
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(23) 

На основе полученных дифференциальных неравенств (19) и (23) 

получим семейство агрегатированных систем сравнения относительно 

переменных состояний 
1)(  l

q Rtz : 
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12,1),()(  n
qqq qtzMtz , (24) 

где Mq — матрицы размерности )( ll  с элементами 

  12,1,,1,,  nq
ijq qljimM  , (25) 

принимающие следующие значения: 
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 (26) 

В результате получено семейство агрегатированных систем срав-

нения, зависимых от q.  

Используя формализм интервальной оболочки непустого множе-

ства семейства матриц  12,1,  n
q qM , получим интервальную матри-

цу llIR M  с элементами, граничными значениями которых являют-

ся наименьшие и наибольшие значения соответствующих элементов 

(26): 

1

m : inf , sup ,

 , 1, , 1, 2 }

{ q q

ij ij ij ij

n

nm m m

i j l q

M
. (27) 

Таким образом, интервальная агрегатированная система сравне-

ния относительно вектора состояний )()( 1 IRMtz l  имеет вид:  

)()( tt Mzz  , (28) 

где z :     ( ) inf ( ) , sup ( )
q q

nt z t z t z t . 

Для исследования динамических свойств системы (28) необходи-

мо [5], чтобы построенная матрица (28) являлась М-матрицей. В соот-

ветствии с критерием Фань Цзи [4], интервальная матрица llIR M  с 

интервальными элементами  ljiij ,1,,    mM  является М-матрицей, 

при выполнении следующих условий: 

0ijm  для всех ji  ; 

0vM  для некоторого позитивного вектора lRv . 
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Для М-матрицы справедливо следующее. Когда интервальная 

матрица llIR M  задана своими граничными матрицами: 

M , ,   ,
l l

M M M M R , 
(29) 

тогда llIR M  является М-матрицей, если матрицы M    M и  (29) 

являются М-матрицами. 

Для исследования свойства интервальной устойчивости системы 

построенной агрегатированной системы сравнения (28) введем в рас-

смотрение матрицу сравнения M  с элементами 

lji,j i
ijij ,1,,:         mm , 

ljij i
ijij ,1,,,:         mm . 

Под матрицей llIR M  будем понимать матрицу с доминирую-

щей диагональю, если выполняется условие: 

,lj  i

ji

ijij 1,, 


     mm . 
(30) 

Таким образом, решение задачи исследования интервальной устой-

чивости интервальной агрегатированной системы сравнения (28) пред-

полагает наличие свойства доминирования диагонали (30) в М-матрице: 

llIR M . 

4. Заключение. На основе использования интервальных ВФЛ и 

принципа сравнения разработана процедура построения агрегатиро-

ванной интервальной системы сравнения, более простой по структуре 

и меньшей размерности, но эквивалентной по динамическим свой-

ствам исходной многомерной интервальной системе управления, т.е. 

ее траектории движения мажорируют траектории движения исходной 

системы. 

С использованием метода ключевых матриц и с выполнением усло-

вия наличия доминирующей диагонали сформированной М-матрицы 

получены условия интервальной устойчивости агрегатированной си-

стемы сравнения. 
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