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▼ Введение

При разработке высоконадежных вычис-
лительных устройств и систем используются 
элементы с низкими показателями интенсив-
ности отказов, а также методы, основанные 
на внесении избыточности в исходный объ-
ект [1–3]. При этом сами устройства снабжают 
развитыми средствами тестового и рабочего 
диагностирования, а также техническими 
средствами отключения отказавших узлов и 
реконфигурации архитектур [4–7].

Важной задачей является обнаружение неис- 
правностей и ошибок в вычислениях, что реша- 

ется зачастую путем применения самопроверя-
емых схем встроенного контроля (СВК) [8]. СВК 
синтезируются различными методами, одним 
из которых является использование временнóй 
избыточности и специального представления 
сигналов [9]. При этом контролируют принадлеж-
ность формируемых кодовых векторов множеству 
слов заранее выбранного двоичного избыточного 
кода или же принадлежность формируемых 
функций в контрольных точках особым классам 
булевых функций, например, классу самодвой-
ственных булевых функций [10, 11]. Оба диагно-
стических признака можно комбинировать.
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В отчете [12], опубликованном в 1976 году в 
Университете Иллинойса (Урбана-Шампейн, 
Иллинойс, США), представлены оптимальные 
реализации самодвойственных функций от 
четырех переменных в базисе NOR (ИЛИ-НЕ). 
В этой работе обращается внимание на диа-
гностические особенности самодвойствен-
ных функций. Несколько позже в этом же году 
Д. А. Рейнолдс защитил магистерскую диссер-
тацию, основной решаемой задачей в которой 
была разработка методов синтеза устройств с 
импульсным режимом работы с обнаружением 
неисправностей [13]. В 1978 году была опублико-
вана статья [14], которая широко известна специ-
алистам в области компьютерных систем. В ней 
рассмотрены возможности обнаружения оши-
бок в схемах, функционирующих в импульсном 
режиме, с использованием самодвойственных 
сигналов. Авторами установлены необходимые 
и достаточные условия для логических струк-
тур, дающие возможность обнаружения любых 
одиночных неисправностей в них. 

Методы организации контроля вычис-
лений, основанные на импульсном режиме 
работы и проверке самодвойственности вычис-
ляемых функций, в дальнейшем исследовались 
в ряде отдельных научных школ. Например, в 
более современной работе [15] смоделированы 
устройства сложения двоичных чисел, а в [16] 
показано, что логические элементы, реали-
зующие самодвойственные функции, могут 
быть эффективно реализованы с применением 
реконфигурируемых нанотехнологий.

Среди отечественных исследователей отме-
тим две научные школы. В исследованиях специ-
алистов лаборатории технической диагностики 
и отказоустойчивости (№ 27) Института про-
блем управления РАН поднимались вопросы 
синтеза дублированных систем с контролем 
вычислений по признаку самодвойственности. 
К примеру, широко известна статья [17], в кото-
рой предложены самодвойственные аналоги 
запоминающих элементов (триггеров), а также 
обсуждаются вопросы синтеза самодвойствен-
ных конечных автоматов. В статьях профес-
соров Сапожниковых (кафедра «Автоматика 
и телемеханика на железных дорогах» Петер-
бургского государственного университета 
путей сообщения Императора Александра I) 

разработаны методы синтеза СВК с контро-
лем вычислений по признаку самодвойствен-
ности. Можно кратко перечислить основные 
результаты их деятельности в данной отрасли 
диагностики: разработаны основные методы 
контроля вычислений с самодвойственным 
дополнением [18–21], разработаны методы 
синтеза самодвойственных комбинационных 
устройств и устройств с памятью [22]. Теория 
синтеза самодвойственных вычислительных 
устройств помимо множества статей опубли-
кована в двух отечественных монографиях [23, 
24] и, несколько позже, в книге [11].

Исследования последних лет в теории син-
теза самодвойственных вычислительных 
устройств позволили разработать методы син-
теза СВК с контролем вычислений по двум 
диагностическим признакам одновременно. 
В работах [25, 26] описан метод самодвой-
ственного контроля по равновесным кодам. 
При этом применен такой способ организации 
СВК, при котором с сигналами от объекта диа-
гностирования производят логическую кор-
рекцию. Это позволяет контролировать любые 
устройства таким образом. В [27–30] описы-
вается метод самодвойственного контроля по 
классическим кодам Хэмминга и их модифика-
циям. Он подразумевает контроль вычислений 
устройств, выходы которых описываются само-
двойственными функциями (самодвойствен-
ных устройств). Самодвойственными являются 
не все устройства, а только некоторые, напри-
мер, полный сумматор или мажоритарный 
элемент. Для получения самодвойственных 
устройств из несамодвойственных может быть 
применен способ, подразумевающий исполь-
зование самодвойственных аналогов функци-
ональных элементов при синтезе устройств, 
либо же предварительная процедура получения 
самодвойственного функционального описа-
ния. Оба способа основаны на использовании 
дополнительной, альтернативной переменной 
a для преобразования любой функции в само-
двойственную.

Данная статья посвящена рассмотрению 
особенностей реализации самодвойственных 
функциональных элементов, реализующих 
элементарные булевы функции, в том числе 
моделированию их работы.
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1. Самодвойственные аналоги 
элементарных булевых функций

Элементарные булевы функции могут быть 
заданы табл. 1 [9]. Через них могут быть выражены 
функции с любым количеством аргументов.

Функции пронумерованы от f0 до f15 в соот-
ветствии с двоичными эквивалентами их зна-
чений на каждой входной комбинации x1x2. Две 
функции не зависят от переменных — функции 
f0 (тождественный ноль, 0) и f15 (тождествен-
ная единица, 1). Четыре функции зависят от 
одной переменной — это функции f3 (повтор x1),  
f5 (повтор x2), f10 (инверсия x2) и f12 (инверсия x1). 
Десять функций зависят от обеих переменных — 
функции f1 (конъюнкция, 1 2&x x ), f2 (запрет x1,  
инверсия прямой импликации, 1 2x x� ), f4 (зап-
рет x2, инверсия обратной импликации, 2 1x x� ),  
f6 (неравнозначность, сложение по модулю 2, 
исключающее ИЛИ, 1 2x x⊕ ), f7 (дизъюнкция, 

1 2x x∨ ), f8 (стрелка Пирса, кинжал Квайна, 
функция Вебба, ИЛИ-НЕ, 1 2x x↓ ), f9 (равнознач-
ность, эквивалентность, 1 2~x x ), f11 (обратная 
импликация, 2 1x x→ ), f13 (прямая импликация, 

1 2x x→ ) и f14 (штрих Шеффера, И-НЕ, 1 2|x x ).

Определение 1. Функция g(x1, x2, …, xt) назы-
вается двойственной функции f(x1, x2, …, xt), 
если:

( ) ( )1 2 1 2, ,..., , ,..., .t tg x x x f x x x=   (1)

Из элементарных булевых функций двой-
ственными являются следующие пары: (0, 1), 
( 1 2&x x , 1 2x x∨ ), ( 1 2x x� , 2 1x x→ ), ( 2 1x x� , 

1 2x x→ ), ( 1 2x x⊕ , 1 2~x x ), ( 1 2x x↓ , 1 2|x x ).

Определение 2. Функция f(x1, x2, …, xt) назы-
вается самодвойственной, если:

( ) ( )1 2 1 2, ,..., , ,..., .t tf x x x f x x x=   (2)

Среди элементарных функций четыре явля-
ются самодвойственными — это все функции 
существенно зависящие от одной переменной.

Для преобразования любой булевой функ-
ции в самодвойственную достаточно одной 
переменной a (альтернативного сигнала):

.f a f agσ = ∨  (3)

где f — исходная функция, а g — двойственная к 
ней функция.

На ортогональных по всем переменным 
входных комбинациях самодвойственная 
функция имеет противоположные значения. 
Другими словами, самодвойственная функ-
ция имеет противоположные значения на сим-
метричных (относительно середины таблицы 
истинности) входных комбинациях.

В табл. 2 для примера показано, как с помо-
щью переменной a можно получить самодвой-
ственный аналог функции ИЛИ-НЕ.

Из формулы (3) и табл. 2 получаем:

( ) ( )
( )

( )

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

|

.

x xf a x x a x x a x x ax x

a x x a x x a x x ax ax

x x ax ax a x x x x

σ
↓ = ↓ ∨ = ∨ ∨ =

= ∨ ∨ = ∨ ∨ =

= ∨ ∨ = ∨ ∨  
 

(4)

В преобразованиях (4) использованы фор-
мулы де Моргана и Блейка — Порецкого [9].

Таблица 1. Элементарные булевы функции

x1 x2 f
0

f
1

f
2

f
3

f
4

f
5

f
6

f
7

f
8

f
9

f
10

f
11

f
12

f
13

f
14

f
15

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Таблица 2. Таблица истинности 

самодвойственного аналога  

функции ИЛИ-НЕ

a x1 x2 f

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0
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Аналогично преобразованиям (4) с помо-
щью формулы (3) можно получить самодвой-
ственные аналоги всех элементарных булевых 
функций. Приведем их ниже:

0 ;f aσ =  (5)

( )
1 2& 1 2 1 2;x xf a x x x xσ = ∨ ∨  (6)

( )1 2 1 2 1 2;x xf a x x x xσ = ∨ ∨�  (7)

1 1;xf xσ =  (8)

( )2 1 1 2 1 2;x xf a x x x xσ = ∨ ∨�  (9)

2 2 ;xf xσ =  (10)

( ) ( )
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 ;

x xf a x x

a x x x x a x x x x

σ
⊕ = ⊕ ⊕ =

= ∨ ∨ ∨  (11)

( )
1 2 1 2 1 2;x xf a x x x xσ
∨ = ∨ ∨  (12)

( )1 2 1 2 1 2;x xf a x x x xσ
↓ = ∨ ∨  (13)

( ) ( )
1 2~ 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 ;

x xf a x x

a x x x x a x x x x

σ = ⊕ ⊕ =

= ∨ ∨ ∨  (14)

2 2 ;xf xσ =  (15)

( )2 1 1 2 1 2;x xf a x x x xσ
→ = ∨ ∨  (16)

1 1;xf xσ =  (17)

( )1 2 1 2 1 2;x xf a x x x xσ
→ = ∨ ∨  (18)

( )1 2| 1 2 1 2 ;x xf a x x x xσ = ∨ ∨  (19)

1 .f aσ =  (20)

Представленные выражения (5) — (20) позво-
ляют синтезировать любые самодвойствен-
ные структуры путем замены в них логических 
элементов на их самодвойственные аналоги и 
последующей оптимизации.

Отметим следующие особенности выраже-
ний (5) — (20):

–  самодвойственные аналоги тождествен-
ных 0 и 1 получаются с использованием 

только альтернативного сигнала a (фор-
мулы 5 и 20);

–  функции повтора и инверсии являются 
самодвойственными и не требуют исполь-
зования преобразования и альтернатив-
ного сигнала a (формулы 8, 10, 15 и 17); 

–  самодвойственные аналоги функций 

1 2x x⊕  и 1 2~x x  получаются путем сложе-
ния по модулю 2 функции 1 2x x⊕  с сиг-
налом a и a  соответственно;

–  самодвойственные аналоги двойствен-
ных функций ( 1 2&x x , 1 2x x∨ ), ( 1 2x x� ,  

2 1x x→ ), ( 2 1x x� , 1 2x x→ ), ( 1 2x x⊕ , 

1 2~x x ), ( 1 2x x↓ , 1 2|x x ) получаются при 
замене в самодвойственной реализа-
ции первой функции переменной a на a  
соответственно.

2. Моделирование самодвойственных 
функциональных элементов

Для моделирования работы самодвойствен-
ных функциональных элементов нами была 
выбрана среда Multisim [31]. В ней предвари-
тельно с использованием вышеприведенных 
формул были реализованы все десять пар само-
двойственных аналогов функций. Самодвой-
ственные функциональные элементы для пяти 
пар двойственных функций ( 1 2&x x , 1 2x x∨ ),  
( 1 2x x� , 2 1x x→ ), ( 2 1x x� , 1 2x x→ ), ( 1 2x x⊕ , 

1 2~x x ), ( 1 2x x↓ , 1 2|x x ) приведены на рис. 1–5. 
Схемы спроектированы на стандартных функ-
циональных элементах И (AND), ИЛИ (OR), 
НЕ (NOT) и «сложение по модулю 2» (XOR). 
Схемы отображены в стандарте ANSI1. Каж-
дый функциональный элемент для самодвой-
ственного аналога булевой функции имеет две 
подписи: сверху подписан номер логического 
элемента в структуре U#, где # — номер эле-
мента; снизу подписана реализуемая элемен-
том операция, при этом число входов элемента 
указано в виде числа после самой операции 

1  ANSI (American National Standards Institute  — Американский 
национальный институт стандартов) представляет собой объеди-
нение американских промышленных и деловых групп, разраба-
тывающих торговые и коммуникационные стандарты. Входит в 
организации ISO (International Organization for Standardization  — 
Международная организация по стандартизации) и IEC (Inter na-
tional Electrotechnical Commission — Международная электротех-
ническая комиссия).
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а б

Рис. 1. Самодвойственные функциональные элементы, реализующие функции 1 2&x x  (а) и ∨1 2x x  (б)

а б

Рис. 2. Самодвойственные функциональные элементы, реализующие функции �1 2x x  (а) и →2 1x x  (б)

а б

Рис. 3. Самодвойственные функциональные элементы, реализующие функции �2 1x x  (а) и →1 2x x  (б)
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(для инверсии используется один вход и цифра 
не подписывается после операции).

Временные диаграммы работы самодвой-
ственных функциональных элементов пред-
ставлены на рис. 6, по которым можно прове-
рить корректность схемных реализаций.

В ходе исследования также была постав-
лена задача оценки тестопригодности само-
двойственных функциональных элементов. 
Оценивались обнаруживающие характери-
стики схемных решений с контролем по при-
надлежности вычисляемых функций классу 
самодвойственных булевых функций при 
воздействии одиночных константных неис-
правностей выходов внутренних логических 
элементов (stuck-at faults), за исключением 

инверторов входного каскада (их неисправно-
сти не рассматривались).

Для контроля ошибок, возникающих на 
выходах самодвойственных функциональных 
элементов, устанавливался самодвойствен-
ный тестер SSC (self-dual self-checking checker), 
особенности функционирования которого 
описаны в [27, 30]. Данное устройство содер-
жит два входа f* и a и два выхода z0 и z1. На вход 
f* подается рабочий сигнал, который требу-
ется контролировать. Вход a предназначен для 
подачи сигнала преобразования. Выходы z0 и 
z1 представляют собой контрольные выходы 
тестера, парафазный сигнал на которых сви-
детельствует о корректности работы контро-
лируемого объекта при исправности самого 

а б

Рис. 4. Самодвойственные функциональные элементы, реализующие функции ⊕1 2x x  (а) и 1 2~x x  (б)

а б

Рис. 5. Самодвойственные функциональные элементы, реализующие функции ↓1 2x x  (а) и 1 2|x x  (б)
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тестера. Нарушение парафазности есть сви-
детельство того, что при исправности тестера 
присутствуют ошибки в работе контролируе-
мого объекта. Сам SSC является самопроверя-
емым устройством.2

В качестве примера на рис. 7 приведена схема 
контроля для эксперимента с самодвойствен-
ным функциональным элементом ИЛИ-НЕ. 
В ходе эксперимента моделировались все оди-
ночные константные неисправности. Они 
вносились в схему путем обрыва линий и под-
ключения на входы элементов последующих 
каскадов элементов с постоянным сигналом 

2  В окне диаграммы слева приведены все входы логического ана-
лизатора, на которые выводятся сигналы. Особенности его работы 
описаны в разнообразных учебных пособиях. Как пример  — 
лабораторный практикум «Моделирование цифровых устройств 
в среде Multisim 7» (автор Бесперстов Э. А., издательство Балтий-
ского государственного технического университета, СПб., 2018).

нуля или единицы. На рис. 7, а представ-
лена схема моделирования поведения схемы 
при внесении неисправности константа 1 на 
выходе элемента U6. Выход самодвойственного 
функционального элемента ИЛИ-НЕ подклю-
чен к функциональному входу SSC. На рис. 7, б 
и в даны временные диаграммы работы схемы 
в штатном режиме и при наличии обозначен-
ной неисправности. Схемы функционируют в 
импульсном режиме при подаче на входы пар 
комбинаций: (000, 111), (001, 110), (010, 101), 
(011, 100). Фиксация неисправности происхо-
дит на первой подаваемой паре наборов (000, 
111). Нарушение парафазности на второй ком-
бинации свидетельствует о фиксации ошибки 
тестером самодвойственности.

В табл. 3 приводятся результаты тестирова-
ния всех самодвойственных функциональных 
элементов. Для каждого элемента в струк-
туре самодвойственного функционального 

Рис. 6. Диаграмма работы самодвойственных функциональных элементов2
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элемента цветом выделены те пары входных 
комбинаций, на которых соответствующая 
неисправность тестируется и фиксируется с 
помощью SSC. 3

Анализ табл. 3 показывает, что:
—  для каждого самодвойственного функ-

ционального элемента существует логи-
ческий элемент во внутренней структуре, 
неисправности которого тестируются на 
любой паре входных комбинаций;

3  Символами XWG1 и XLA1 на схеме обозначены генератор слов 
и логический анализатор.

—  для каждого самодвойственного функ-
ционального элемента ровно половина 
неисправностей элементов во внутрен-
ней структуре тестируется на любой паре 
входных комбинаций;

—  для всех самодвойственных функцио-
нальных элементов, кроме аналогов эле-
ментов, реализующих функции 1 2x x⊕  
и 1 2~x x , имеется по две неисправности, 
тестируемых только на одной паре вход-
ных комбинаций, и по две неисправно-
сти, тестируемых на двух парах входных 
комбинаций;

а

б в
 

Рис. 7. Схема контроля вычислений на выходе самодвойственного функционально элемента ИЛИ-НЕ:  
схема эксперимента (а), временная диаграмма работы в штатном режиме (б),  

временная диаграмма работы с неисправностью (в)3
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Таблица 3. Результаты тестирования самодвойственных функциональных элементов

Элемент Вид 
неисправности

Входные комбинации

000 111 001 110 010 101 011 100

 1 2&x x

U1
константа 0 0 1 0 1 0 1 0(1→0) 0
константа 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1 1(0→1)

U2
константа 0 0 1 0 0(1→0) 0 0(1→0) 1 0
константа 1 0 1 0 1 0 1 1 1(0→1)

U3
константа 0 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0(1→0) 0
константа 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1 1(0→1)

U4
константа 0 0 1 0 0(1→0) 0 0(1→0) 1 0
константа 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1 1(0→1)

 ∨1 2x x

U1
константа 0 0 0(1→0) 1 0 1 0 1 0
константа 1 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1(0→1)

U2
константа 0 0 1 0(1→0) 0 0(1→0) 0 1 0
константа 1 1(0→1) 1 1 0 1 0 1 0

U3
константа 0 0 0(1→0) 0(1→0) 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0
константа 1 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1(0→1)

U4
константа 0 0 1 0(1→0) 0 0(1→0) 0 1 0
константа 1 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1(0→1)

 �1 2x x

U3
константа 0 0 1 0(1→0) 0 0 1 0 1
константа 1 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1(0→1) 1

U4
константа 0 0 0(1→0) 1 0 0 1 0 0(1→0)
константа 1 0 1 1 1(0→1) 0 1 0 1

U5
константа 0 0 0(1→0) 0(1→0) 0 0 0(1→0) 0 0(1→0)
константа 1 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1(0→1) 1

U6
константа 0 0 0(1→0) 1 0 0 1 0 0(1→0)
константа 1 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1(0→1) 1

 →2 1x x

U4
константа 0 1 0 1 0 0 0(1→0) 1 0
константа 1 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1 1(0→1)

U5
константа 0 0(1→0) 0 1 0 0 1 0(1→0) 0
константа 1 1 0 1 0 1(0→1) 1 1 0

U6
константа 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0 0 0(1→0) 0(1→0) 0
константа 1 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1 1(0→1)

U7
константа 0 0(1→0) 0 1 0 0 1 0(1→0) 0
константа 1 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1 1(0→1)

  �2 1x x

U3
константа 0 0 1 0 1 0(1→0) 0 0 1
константа 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1

U4
константа 0 0 0(1→0) 0 1 1 0 0 0(1→0)
константа 1 0 1 0 1 1 1(0→1) 0 1

U5
константа 0 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0(1→0) 0 0 0(1→0)
константа 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1

U6
константа 0 0 0(1→0) 0 1 1 0 0 0(1→0)
константа 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1
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Окончание таблицы 3

Элемент Вид 
неисправности

Входные комбинации

000 111 001 110 010 101 011 100

  →1 2x x

U4
константа 0 1 0 0 0(1→0) 1 0 1 0
константа 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1 1(0→1)

U5
константа 0 0(1→0) 0 0 1 1 0 0(1→0) 0
константа 1 1 0 1(0→1) 1 1 0 1 0

U6
константа 0 0(1→0) 0 0 0(1→0) 0(1→0) 0 0(1→0) 0
константа 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1 1(0→1)

U7
константа 0 0(1→0) 0 0 1 1 0 0(1→0) 0
константа 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1 1(0→1)

  ⊕1 2x x

U1
константа 0 0 1 0(1→0) 1(0→1) 0(1→0) 1(0→1) 0 1
константа 1 1(0→1) 0(1→0) 1 0 1 0 1(0→1) 0(1→0)

U2
константа 0 0 0(1→0) 0(1→0) 0 0(1→0) 0 0 0(1→0)
константа 1 1(0→1) 1 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1(0→1) 1

  1 2~x x

U1
константа 0 1 0 1(0→1) 0(1→0) 1(0→1) 0(1→0) 1 0
константа 1 0(1→0) 1(0→1) 0 1 0 1 0(1→0) 1(0→1)

U3
константа 0 0(1→0) 0 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0(1→0) 0
константа 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1 1(0→1)

  ↓1 2x x

U5
константа 0 0(1→0) 0 0 1 0 1 0 1
константа 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1

U6
константа 0 1 0 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0 1
константа 1 1 1(0→1) 0 1 0 1 0 1

U7
константа 0 0(1→0) 0 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0 0(1→0)
константа 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1

U8
константа 0 1 0 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0 1
константа 1 1 1(0→1) 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1

  1 2|x x

U6
константа 0 1 0 1 0 1 0 0 0(1→0)
константа 1 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1(0→1) 1

U7
константа 0 1 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0 0 1
константа 1 1 0 1 0 1 0 1(0→1) 1

U8
константа 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0 0 0(1→0)
константа 1 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1(0→1) 1

U9
константа 0 1 0 0(1→0) 0 0(1→0) 0 0 1
константа 1 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1 1(0→1) 1(0→1) 1

—  неисправности элементов U1 в самодвой-
ственных аналогах элементов, реализую-
щих функции 1 2x x⊕  и 1 2~x x , не тести-
руются при самодвойственном контроле 
ни на одной паре входных комбинаций.

Таким образом, все самодвойственные 
функциональные элементы, кроме элементов, 

реализующих функции 1 2x x⊕  и 1 2~x x , явля-
ются полностью самопроверяемыми относи-
тельно одиночных константных неисправ-
ностей при контроле вычислений на основе 
принадлежности формируемых функций 
классу самодвойственных булевых функций. 
Элементы же, реализующие функции 1 2x x⊕  и 
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1 2~x x , требуется дополнительно контролиро-
вать. Для них маскировка ошибки происходит 
из-за одновременного искажения сигналов 
на обеих комбинациях в паре. Для констант 
0 элемента U1 это пары (001, 110) и (010, 101); 
для констант 1 элемента U1 это пары (000, 111) 
и (011, 100). Данную особенность упомянутых 
самодвойственных функциональных элемен-
тов следует учитывать при разработке кон-
тролепригодных самопроверяемых цифровых 
вычислительных устройств и систем. И осу-
ществлять дополнительный контроль вычис-
лений на элементе U1, например, путем срав-
нения эталонных значений и вычисленных по 
методу дублирования [32, 33].

 
3. Алгоритмы синтеза 

самодвойственных логических схем

Рассмотрим алгоритмы синтеза самодвой-
ственных логических схем на примере. Дана 
булева функция:

( )( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4 .f x x x x x x x x= → ∨ ∨ ↓

Требуется синтезировать самодвойствен-
ную схему, реализующую функцию f — само-
двойственный аналог f σ .

Это можно сделать несколькими способами.
Алгоритм 1. Последовательность синтеза 

самодвойственной схемы с использованием само-
двойственных функциональных элементов:

Рис. 8. Самодвойственная схема, полученная по алгоритму 1
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1.  Реализуется схема с использованием тра-
диционных функциональных элементов, 
приведенных на рис. 1–5.

2.  Производится замена традиционных 
функциональных элементов на само-
двойственные.

На рис. 8 изображена самодвойственная 
схема в Multisim.

Алгоритм 2. Последовательность синтеза 
самодвойственной схемы с использованием таблиц 
истинности:

1.  По заданной формуле составляется таб лица 
истинности.

2.  В таблицу истинности добавляется стар-
ший разряд, соответствующий перемен-
ной a.

3.  Доопределяется вторая половина таб-
лицы истинности с учетом условия (2) 
путем антисимметричного заполнения 
ее относительно середины.

4.  Полученная функция оптимизируется в 
выбранном базисе.

5.  Схема синтезируется по полученной фор-
муле.

В табл. 4 представлены шаги получения 
функции f σ .

Оптимизация в основном базисе по карте 
Карно дает следующий результат:

1 4 1 3 2 4 2 3 1 2 3 4.f a x x a x x ax x ax x ax x ax xσ = ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

Таблица 4. Таблица истинности для получения самодвойственной функции по примеру

a x1 x2 x3 x4 x1 → x2 33 44x x   1 2 3 4x x x x 3 4x x  11 22 33 44xx xx xx xx f s

0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1
0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1
1 0 0 0 0

 —

0
1 0 0 0 1 0
1 0 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1
1 0 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0
1 1 0 1 0 1
1 1 0 1 1 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 0
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На рис. 9 изображена самодвойственная 
схема в Multisim, полученная по оптимизиро-
ванной функции.

Модификацией алгоритма 2 можно считать 
следующий алгоритм.

Алгоритм 3. Последовательность синтеза само-
двойственной схемы с таблиц истинности и фор-
мулы Шеннона:

1. Выполняются шаги 1–3 алгоритма 2.

2.  Функция f оптимизируется в выбранном 
базисе.

3.  Полученная функция g оптимизируется 
в выбранном базисе.

4.  Схема синтезируется по формуле (3): 
f a f agσ = ∨ .

Следуя за шагами алгоритма 3 и исполь-
зуя полученный выше результат, перепишем 
функцию f σ  в виде:

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 4 1 3 2 4 2 3 1 2 3 4

1 4 3 2 4 3 1 2 3 4 .

f a f ag

a x x x x x x x x a x x x x

a x x x x x x a x x x x

σ = ∨ =

= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

Самодвойственная схема приведена на рис. 10.
Для булевых функций с большим числом 

переменных построение таблиц истинности 
становится трудоемким. Может быть исполь-
зован следующий алгоритм.

Алгоритм 4. Последовательность синтеза 
самодвойственной схемы с использованием предва-
рительного преобразования:

1.  Формула записывается в основном базисе.
2.  Получается двойственная функция g к 

функции f по формуле: ( )1 2, ,..., tg f x x x= .

3.  Схема реализуется по формуле (3): 
f a f agσ = ∨ .

Рис. 9. Самодвойственная схема, полученная  
по алгоритму 2

Рис. 10. Самодвойственная схема, полученная по алгоритму 3
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Преобразуем исходную функцию с исполь-
зованием элементарных функций в основном 
базисе:

( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 .

f x x x x x x x x

x x x x x x x x

= → ∨ ∨ ↓ =

= ∨ ∨ ∨ ∨

Определим функцию g, двойственную к f:

( )( )
( )( )

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4.

g x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x

= ∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨ ∨ =

= ∨

Самодвойственная схема, полученная по 
данному алгоритму, аналогична схеме, пред-
ставленной на рис. 10.

Заключение

В представленной работе рассмотрены все 
самодвойственные функциональные эле-
менты, являющиеся аналогами элементов, 
реализующих простейшие несамодвойствен-
ные функции от двух переменных. Таких эле-
ментов 10. Они сгруппированы по парам эле-
ментов, реализующих двойственные булевы 
функции. В ходе моделирования одиночных 
константных неисправностей на выходах эле-
ментов внутренней структуры каждого само-
двойственного функционального элемента 
установлено, что все элементы, кроме тех, 
которые реализуют функции 1 2x x⊕  и 1 2~x x , 
являются полностью самопроверяемыми при 
контроле вычислений на основе принадлеж-
ности формируемых функций классу само-
двойственных булевых функций. Неисправно-
сти одного из двух элементов XOR в структурах 
самодвойственных функциональных элемен-
тов, которые реализуют функции 1 2x x⊕  и 

1 2~x x , не тестируются при самодвойственном 
контроле. Для тестирования неисправностей 
требуется дополнительный контроль вычис-
лений на данном элементе. Для остальных же 
элементов имеется достаточно высокое покры-
тие неисправностей тестовыми комбинациями: 
50 % неисправностей тестируются на любой паре 
входных комбинаций, по 25 % неисправностей 

тестируются на двух парах из четырех и еще 
25 % неисправностей тестируются только на 
одной паре входных комбинаций.

Приведенные в статье самодвойственные 
аналоги элементарных булевых функций могут 
быть использованы при синтезе самодвой-
ственных цифровых устройств с обнаружением 
неисправностей.
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Abstract: All self-dual analogs of elementary functional gates have been considered, 
the use of which allows for the synthesis of self-dual circuit implementations of arbitrary 
Boolean functions. In this case, two synthesis methods can be used, each one based on 
the property of any Boolean function to be transformed into a self-dual function using 
one additional variable. The first method involves replacing all non-self-dual func-
tional gates in the device structure with self-dual analogs. The second one involves 
obtaining a self-dual function from the original formula. The study conducted modeling 
of self-dual functional gates in pulse mode of operation. It has been shown that all 
self-dual functional gates, except for those implementing equivalence and nonequiva-
lence functions (modulo-2 addition), are fully self-checkable with respect to stuck-at 
faults when checking computations based on the belonging of the generated functions 
to the class of self-dual Boolean functions. However, the gates that implement the 
mentioned functions require additional monitoring. For them, error masking occurs due 
to the simultaneous distortion of signals on both combinations in a pair. This feature of 
these self-dual functional gates should be taken into account when developing control-
lable self-checking digital computing devices and systems. The article provides an 
example of using methods for constructing self-dual circuit implementations. The 
obtained results can be used in the synthesis of controllable self-dual computing 
devices and systems.

Keywords: self-dual Boolean function, calculation checking, controllable device, self-
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