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3 ▼ Введение

Прогнозирование случайных возмущений 
позволяет улучшить качество управления в 
технических и социальных системах [1–6], 
использовать достоинства методов преди-
ктивной диагностики систем [7–14], позволяет 
принимать эффективные решения в условиях 
неопределенности [15–17].

Примером использования прогноза возму-
щений для выработки управления является при-
менение экстраполятора l-го порядка в интел-
лектуальных системах управления движением 
поездов метрополитена [16]. Задача управления 
ставится следующим образом: необходимо, 
имея для каждого поезда линии плановое время 
прибытия и отправления с каждой станции 

линии и получая информацию о фактическом 
времени прибытия и отправлении каждого 
поезда линии с каждой станции, рассчитать 
для каждого n-го поезда, отправляющегося  
с ( j – 1)-й станции, время хода до j-й станции и 
длительность стоянки этого поезда на j-й стан-
ции так, чтобы минимизировать рассогласова-
ние между плановым и реальным графиками 
остановок и обеспечить тем самым (n + 1)-му 
поезду, следующему за n-м по данному перегону, 
движение без необходимости ограничения ско-
рости системами безопасности.

Дополнительно в процессе управления учиты-
ваются возможности выбора времени хода сзади 
идущего поезда с учетом минимизации рас-
хода энергии на тягу. Показано, что при прочих 
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равных, для известного времени хода по j-му пере-
гону минимальный интервал следования между 
впереди идущим n-м и сзади идущим (n – 1)-м 
поездами линейно зависит от длительности сто-
янки n-го поезда на j-й станции.

В случае интенсивного пассажиропотока 
режим управления (n – 1)-го поезда рассчи-
тывается до прибытия n-го поезда на j-ую 
станцию и случайная величина отклонения 
реальной длительности стоянки n-го поезда на 
j-й станции от плановой неизвестна. Эта слу-
чайная величина (возмущение), как правило, 
определяется наличием большого количества 
пассажиров, при котором увеличивается дли-
тельность процесса входа и выхода пассажиров. 
Так как высокая плотность пассажиропотока, 
соответствующая часам пик, мгновенно не 
изменяется, то рассматриваемые возмущения 
для последовательно отстающих на j-й станции 
поездов коррелированы между собой.

Анализ погрешностей прогноза для раз-
личных стационарных сигналов, заданных 
своими автокорреляционными функциями, 
приведены в [17]. Учитывая возможную неста-
ционарность случайных возмущений, разра-
ботан адаптивный экстраполятор, позволяю-
щий автоматически изменять свою структуру в 
условиях нестационарности с целью уменьше-
ния погрешности прогноза.

Алгоритм управления движением поез-
дов на линии метрополитена, использующий 
прогноз возмущений, приведен в работе [18]. 
Вместе с тем возможны случаи единичных 
случайных возмущений, в частности вызван-
ных недисциплинированностью отдельных 
пассажиров. Для этих условий необходимо 
проанализировать функционирование экстра-
полятора, определить погрешности прогноза, 
выбрать методы, позволяющие отличить ста-
ционарные возмущения от единичных.

Целью данной статьи является анализ функ-
ционирования экстраполяторов l-го порядка, 
построенных на базе многочленов Чебышева, 
ортогональных на множестве равноотстоящих 
точек. Коэффициенты прогнозирующего мно-
гочлена выбираются по методу наименьших ква-
дратов [19, 20]. Результаты анализа используются 
для выбора алгоритма, позволяющего отличить 
отдельные возмущения от случайных процессов.

1. Математическая модель 
экстраполятора

Формализацию модели приведем на языке 
теории импульсных систем [19, 21]. Текущее 
время t определим в соответствии с формали-
зацией теории импульсных систем в виде:

( )  = + εt n T , 

где T — шаг временной дискретизации;
2, 1, 0, 1, 2,= − − …n  — текущий номер шага 

временной дискретизации;
0 1≤ ε ≤  — дробная часть шага временной 
дискретизации.

Пусть ( ) + ε x n T  — случайный процесс на 
входе экстраполятора. Значения этого процесса 
известны в моменты времени ( )− +n M i T , где  
 0, 1, , = …i M ; M + 1 — число отсчетов, пред-
шествующих началу прогноза.

Как показано в [22], результат прогноза 
( ) + ε z n T  на временном интервале от nT  до 

( )1+n T  определяется выражением:

( ) ( ) [ ], 

0
 0, ,

=
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M
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i
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где верхний индекс , l
iLэ,�кв  свидетельствует о том, 

что используется экстраполятор ( ) э , метод 
наименьших квадратов ( )кв , порядок экс-
траполятора l,

( ),ϕ …j M  — многочлены Чебышева, орто-
гональные на множестве равноотстоящих 
точек, заданные следующим рекуррентным 
соотношением:
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Начальные условия для (3): 

( )0, 1;ϕ =M i   (4)
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( )1,
21  ,ϕ = −M
ii

M
 (5)

где l — степень экстраполирующего многочлена 
( ) + ε z n T , ( ≤l M ); l в дальнейшем назовем 

порядком экстраполятора;

( )2 2
, ,

 0
 

=

ϕ = ϕ∑
M

j M j M
i

i .

При =l M  экстраполирующий многочлен 
совпадает с многочленом, полученным по ите-
рационной формуле Лагранжа.

В [22] доказаны следующие свойства [ ]0, εiL :

[ ] [ ] ( ) ( )1, 1,, 1 , 
2

1,

 
0, 0, ;+ ++

+

ϕ ⋅ϕ + ε
ε = ε +

ϕ
l M l ml l

i i
l M

i M
L Lэ,�кв э,�кв   

 
(6)

[ ], 

0
0, 1.

=

ε =∑
M

l
i

i
Lэ,�кв    (7)

Формулы многочленов Чебышева приве-
дены в [23]. Авторами данной статьи разработан 
цифровой двойник экстраполятора, в ко тором, 
наряду с прочими, реализована процедура полу-
чения многочленов Чебышева и выражений 

[ ], 0, εl
iLэ,�кв .

2. Реакция экстраполятора порядка  
на входной сигнал, моделирующий 

единичное возмущение

Единичное возмущение представим в виде:

( ) 1  0; 0
 

0 
= ε =

 + ε =  


n
x n T

при

в�остальных�случаях
   (8)

Тогда, после подставления (8) в (1) получа-
ются следующие соотношения:
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Откуда следует, что длительность отклика 
на единичное возмущение, заданное выраже-
нием (8), составляет (M + 1)T.

Погрешность прогноза:

( ) ( ) ( ) .n T z n T x n T     Θ + ε = + ε − + ε       (10)

для единичного возмущения (8):

[ ] [ ]
( ) [ )

, 0, , , 1, ,0
 .

0  ,0 1, 
− ε = − …Θ + ε =  ∈ −∞ ∪ + +∞

э,�кв

при

l
M kL k M M

k
k M

  (11)

Графики [ ]Θ + εk  для различных экстрапо-
ляторов от l = 0 до l = 5 и различных M ≥ l при-
ведены на рис. 1 и 2.

Анализ результатов расчета позволяет сде-
лать следующие выводы:

–  экстраполяция при единичном входном 
сигнале дает погрешность прогноза на 
(M + 1) тактов. То есть увеличение коли-
чества точек, по которым производится 
экстраполяция, приводит к увеличению 
длительности воздействия погрешности 
единичного возмущения на прогноз;

–  при фиксированном порядке экстрапо-
лятора увеличение числа точек, по кото-
рым выполняется прогноз, приводит к 
уменьшению модуля максимума погреш-
ности (см. таблицу);

–  при фиксированном числе точек, по 
которым выполняется прогноз, увеличе-
ние порядка экстраполятора (l ≤ M) при-
водит к увеличению модуля максимума 
погрешности (см. таблицу);

–  при фиксированном порядке экстрапо-
лятора, в случае M = l, что соответствует 
использованию интерполяционной фор-
мулы Лагранжа для экстраполяции, модуль 
максимума погрешности наибольший.

Величина модуля максимума погрешности 

экстраполяции при единичных возмущениях 

для различных M и l ≤ M.

l = 0 l = 1 l = 2 l = 3 l = 4 l = 5

M = l 1 2 3 4 10 20

M = l + 1 0,5 1,333 2,25 3,2 4,167 7,143

M = 10 0,091 0,364 0,818 1,454 2,273 3,273

M = 40 0,024 0,098 0,219 0,390 0,610 0,878



242 А в т о м ат и к а  н а  т р а н с п о р т е .  №  3 ,  т о м  9 ,  с е н т я б р ь  2 0 2 3

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

Ри
с.

 1
. Г

ра
ф

ик
и 

по
гр

еш
но

ст
ей

 п
ро

гн
оз

ов
 э

кс
тр

ап
ол

ят
ор

ов
 с

те
пе

ни
 l 

=
 0

, 1
, 2

 п
ри

 е
ди

ни
чн

ом
 в

оз
му

щ
ен

ии



243Transport automation research. No 3, Vol.  9, September 2023

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

Ри
с.

 2
. Г

ра
ф

ик
и 

по
гр

еш
но

ст
ей

 п
ро

гн
оз

ов
 э

кс
тр

ап
ол

ят
ор

ов
 с

те
пе

ни
 l 

=
 3

, 4
, 5

 п
ри

 е
ди

ни
чн

ом
 в

оз
му

щ
ен

ии



244 А в т о м ат и к а  н а  т р а н с п о р т е .  №  3 ,  т о м  9 ,  с е н т я б р ь  2 0 2 3

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

Приведенные результаты свидетельствуют 
о необходимости использования детектора, 
определяющего наличие единичных возму-
щений при функционировании экстрапо-
лятора, работающего в реальном времени в 
системе управления. Учитывая, что при каж-
дом значении t = nT, если m ≤ n – 1, известно 
x[mT], можно в момент t = (n – 1)T при условии  
x[mT] ≥ 0, например, предположить, что воз му- 
щение может быть единичным и исполь  - 
зовать экстраполяцию 0 порядка, приняв 

[ ] ( )1 = − z nT x n T . Если при этом [ ] 0=x nT , то 
предположение подтверждается и возмущение 
считается единичным, что далее учитывается 
в алгоритме работы экстраполятора. Это реше-
ние используется в разрабатываемом алго-
ритме централизованного управления движе-
нием поездов метрополитена.

Заключение

1. Получено аналитическое выражение, и 
проведен расчет величин погрешностей про-
гноза экстраполяторов, использующих мно-
гочлены Чебышева ортогональных на множе-
стве равноотстоящих точек с прогнозирующим 
многочленом, коэффициенты которого вычис-
лены по методу наименьших квадратов, при 
единичных возмущениях. Приведены графики 
изменения величин погрешностей прогноза во 
времени при единичных возмущениях.

2. Проведен анализ работы экстраполятора 
в условиях единичных возмущений; показана 
необходимость детектирования этих возму-
щений и исключения их влияния на величину 
погрешности прогноза случайных возмуще-
ний при наличии статистической связи между 
отсчетами этих возмущений.

3. Рассмотрен алгоритм детектирования 
единичных возмущений и их исключения в 
процедуре прогноза.

4. Экстраполяторы случайных возмущений 
с исключением погрешностей прогноза, вызван-
ных единичными возмущениями, эффективно 
использовать в интеллектуальных системах 
автоматического управления, предиктивной 
диагностики, поддержки принятия решений.

5. Дальнейшим направлением исследо-
вания будет имитационное моделирование 
систем автоматического управления движения 

поездов на линии метрополитена встроенным 
алгоритмом прогнозирования возмущений 
при условии исключения единичных случай-
ных возмущений. 
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Abstract: Forecasting random perturbations allows improving the control quality in 
intelligent transport systems and ensuring the efficient operation of diagnostic systems. 
Several works are known where extrapolator models based on Chebyshev polynomials 
orthogonal on equidistant points are presented. These models use a predictive 
polynomial whose coefficients are computed using the least squares criterion. 
Additionally, an analysis of forecast errors for random stationary input signals has been 
conducted. At the same time, in the case of non-stationary input signals, singular 
perturbations may occur, the influence of which on the extrapolator leads to significant 
forecast errors.
This article presents an example of the occurrence of additive perturbations that arise 
in automatic train control systems. An analytical expression has been derived, and 
calculations of forecast error magnitudes in the presence of singular perturbations have 
been conducted. The analysis of the calculation results allows determining the influence 
of extrapolator parameters on the forecast error magnitude, highlighting the necessity 
of detecting singular perturbations, and excluding their influence on the forecast error 
magnitude.
The article discusses an algorithm for detecting singular perturbations and their 
exclusion during the forecasting process. The conclusion is drawn about the effectiveness 
of using extrapolators for random perturbations with the exclusion of singular 
perturbations in intelligent systems for automatic train control in subway transportation.

Keywords: forecasting; extrapolators; forecast errors; random perturbations; singular 
perturbations; detection of singular perturbations; algorithm; intelligent system; 
automatic control; subway trains.
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