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Введение
В статье 1981 г. [1] был изложен новый под-

ход к моделированию ионосферных электриче-
ских полей. Главной отличительной чертой этого 
подхода был учет электродинамического взаи-
модействия ионосфер противоположных полу-
шарий. Специфика этого взаимодействия такова, 
что ее можно учесть только в рамках описания 

электрических полей на всей сферической ионос-
ферной оболочке с выделением подобластей в 
виде северной и южной полярных шапок. Соот-
ветствующая краевая задача оказалась весьма 
сложной. Поэтому первые результаты были полу-
чены аналитически, путем задания достаточно 
простых моделей параметров задачи. Но даже в 
этом случае удалось рассмотреть весьма интерес-
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Аннотация
Цель: Создание глобальной численной модели ионосферных электрических полей с возможностью 
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локализованного усиления проводимости, обусловленного дополнительной ионизацией ионосферы 
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глобального распределения ионосферных электрических полей в тех ограниченных подобластях, для 
которых имеется более полный набор экспериментальных данных по распределению проводимостей и 
продольных токов. 
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ный случай межполушарной асимметрии, когда 
при отсутствии источников в данном полушарии 
электрические поля тем не менее возбуждались 
источниками, локализованными в противополож-
ном полушарии [2]. 

Разработанные позднее две численные модели, 
детально описанные в [3], позволили рассчиты-
вать распределение потенциала для реальных 
условий. Более того, из этих двух моделей более 
поздняя, модифицированная версия [4], дает 
устойчивое численное решение даже при наличии 
сильных разрывов в самих проводимостях, когда 
терпят разрыв коэффициенты при вторых произ-
водных потенциала в эллиптических уравнениях 
системы [5]. Такие разрывы могут наблюдаться, 
например, на границах полярных сияний. 

Следует отметить, что с полярными сияни-
ями различных типов и различных простран-
ственных масштабов связаны вполне опреде-
ленные картины распределения ионосферных 
проводимостей и продольных токов. Характер-
ный пространственный масштаб неоднородно-
стей этих параметров может быть существенно 
меньше пространственных шагов численной 
глобальной модели распределения электриче-
ского потенциала. 

Ниже описана модификация численной 
модели [4], на основе которой исследуется вли-
яние неоднородностей проводимости и продоль-
ных токов подсеточного масштаба, локализован-
ных в некоторой ограниченной подобласти. 

Постановка задачи и метод решения
Проблема учета неоднородностей подсеточ-

ного масштаба, локализованных в ограничен-
ной подобласти, решена следующим образом. 
На сетке глобальной численной модели выбрана 
подобласть, где предполагается сгустить сетку с 
целью адекватного описания мелкомасштабных 
неоднородностей в распределении проводимо-
стей и продольных токов. Очевидно, что если в 

выделенной подобласти пространственные шаги 
совпадают с шагами глобальной модели, то нет 
никакой необходимости в задании каких-либо 
граничных условий на границе такой подобласти. 
В случае измельчения шагов в подобласти оче-
видными граничными условиями являются усло-
вия сшивки по потенциалу и нормальной компо-
ненте тока. 

Система уравнений и граничные условия гло-
бальной модели подробно описаны в [1, 3, 4]:

,,
, 1 1 1 1( );rdiv J jθ ϕ = Ω θ ≤ θдля   (1)

,,
, 2 2 2 1( – );rdiv J jθ ϕ = Ω π θ ≤ θ ≤ πдля   (2)

,,
, 3 3 3 1 3( );N

rdiv J jθ ϕ = Ω θ ≤ θ ≤ θдля   (3)

1 1 3 1 2 2( , ) ( , ) ( , );U U Uθ ϕ = θ ϕ = θ ϕ    (4)

1 1 3 1 2 2( , ) ( , ) ( , );–J J Jθ θ θθ ϕ θ ϕ = θ ϕ    (5)

3 3( , ) 0,J θ θ ϕ =    (6)

где Uα, Jα (α = l, 2, 3) — потенциалы и токи в соот-
ветствующих областях, связанные законом Ома:

( ),J Uα α α= ∑ − grad   (7)

где ∑  — тензор интегральной проводимости: 

θθ θϕ

ϕθ ϕϕ

∑ ∑
∑ ∑

 ∑ =   
,  (8)

где /pθθ∑ = ∑ sin2 χ; /Hθϕ ϕθ∑ = − ∑ = ∑ sin χ;  

pϕϕ∑ = ∑ ; sin χ = 2 · cos θ / (1 + 3 · cos2 θ)1/2;  
χ — магнитное наклонение; divθ,φ — угловая часть 
оператора дивергенции в сферических коорди-
натах θ, φ; jαr

″ — источники в виде радиальной 
составляющей продольных токов; p H∑ ∑и  за-
висят от θ и j.

Уравнения (1) — (3) описывают распределе-
ние потенциала в областях северной полярной 



2022/3� Proceedings�of�Petersburg�Transport�University

602� Общетехнические задачи и пути их решения

шапки, южной полярной шапки и области сред-
них и низких широт соответственно. Условие (4) 
означает отсутствие скачка потенциала поперек 
границы данной шапки и между границами про-
тивоположных шапок в каждой точке границ. 
Условие (5) следует из неразрывности общей 
токовой цепи и означает, что возможные разрывы 
нормальной компоненты горизонтальных токов на 
границах северной и южной шапок взаимно ком-
пенсируют друг друга за счет продольных токов 
перетекания на этих границах. Условие (6) — это 
однородное граничное условие на нормальную 
компоненту тока. Оно соответствует непротека-
нию тока через экватор и является единственно 
физически обоснованным [3]. 

Краевая задача (1) — (6) для эллиптической 
системы уравнений в частных производных имеет 
следующие специфические особенности: а) разде-
ление сферы на три подобласти, на границе которых 
ставятся краевые условия нелокального харак-
тера; б) несамосопряженность; в) вырожденность 
краевой задачи. Под нелокальным характером гра-
ничных условий (4) и (5) понимается наличие в 
них потенциалов и токов, относящихся к разным 
полушариям. Особенность (б) обусловлена нали-
чием в тензоре проводимости (8) ненулевой и 
неоднородной внедиагональной компоненты, опре-
деляемой проводимостью Холла. Особенность (в) 
отражает тот факт,что при отсутствии источников 
задача (1) — (6) имеет нетривиальное решение 
U = const.

Параметр θ1, определяющий размер и границы 
шапок, в расчетах принимался равным 27°. Эква-
ториальная граница выбиралась несколько выше 
экватора, θ3 = 72°, с целью избежать особенностей 
в тензоре проводимости (8) (sin χ = 0 при θ3 = 90°). 

Мелкомасштабные неоднородности в распре-
делении параметров задачи, характерная протя-
женность которых порядка или менее сеточных 
шагов глобальной модели, могут быть учтены 
различными методами. 

Например, для решения данной задачи можно 
было бы использовать единую сетку для всей 
сферы, но со сгущением ее в области локализа-
ции мелкомасштабной неоднородности. Однако 
вне этой области покрывающая всю сферу единая 
сетка будет, очевидно, неравномерной, что пони-
зит степень аппроксимации соответствующих 
разностных уравнений. 

Ниже выбран другой метод. Выделяется содер-
жащая мелкомасштабную неоднородность подоб-
ласть ω = [θω1, θω2] · [φω1, φω2] (т. е. подобласть, 
локализованная в интервале коширот θω1 ≤ θ ≤ θω2 и 
интервале долгот φω1 ≤ φ ≤ φω2), для которой исполь-
зуется отдельная равномерная сетка с шагами в 
5–7 раз более мелкими по сравнению с исходной 
равномерной глобальной сеткой. Границу области 
ω обозначим Гω. Ниже предполагается, что подо-
бласть ω целиком находится в области Ω1 (север-
ная полярная шапка). Для подобласти ω решается 
свое уравнение для потенциала Uω:

[ ] [ ],,
, 1 2 1 2, , ,rdiv J jθ ϕ ω ω ω ω ω ω= ω = θ θ ⋅ ϕ ϕдля    (9)

совпадающее по структуре с уравнениями (1) — 
(3). На границе Гω задаются классические усло-
вия сшивки решений Uω и U1 по потенциалу и 
нормальной к границе компоненте тока Jωn и J1n:

1 .U Uω ω ω=г г   (10)

ln .nJ Jω ω ω=г г   (11)

Таким образом, краевая задача о глобальном 
распределении потенциала в ионосфере Земли 
с выделением подобласти для учета мелкомас-
штабных неоднородностей проводимости и про-
дольного тока описывается системой уравнений 
для потенциала (1) — (3), (9) и системой гранич-
ных условий (4) — (6), (10), (11). Впервые такая 
задача была сформулирована в [6]. 

Для решения этой задачи система сеточных 
уравнений строилась следующим образом. Подо-
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бласть ω выбирается таким образом, чтобы ее 
граница проходила между узлами сетки глобаль-
ной задачи. Сетка для ω строится со сдвигом на 
полшага, чтобы граница областей находилась 
между узлами более частой сетки. После реше-
ния глобальной задачи становится возможным 
задать граничное условие Дирихле для «подо-
бласти возмущений» по известным значениям 
потенциала U в узлах крупной сетки. Значения 
граничного условия для мелкой сетки получаем 
с помощью линейной интерполяции, после чего 
решается соответствующая краевая задача для 
подобласти ω. После этого вычисляется значение 
нормальной компоненты электрического тока в 
ω, задается граничное условие на нормальную 
компоненту для глобальной задачи и решается 
глобальная задача со скорректированными гра-
ничными условиями.  В итоге получается класси-
ческая схема «Дирихле — Нейман» решения раз-
ностной задачи методом декомпозиции областей. 

Результаты численных расчетов
Численное решение обсуждаемой краевой 

задачи изображено на рис. 1, где дано двумер-
ное распределение потенциала (в киловольтах) 
в интервале геомагнитных коширот от 0 до 30 
градусов для северной полярной шапки (дневной 
меридиан сверху). 

В качестве источников электрических полей 
выбирались продольные токи двух систем — DPY-
системы и трехслойной MTS-системы [7, 8]. Обе 
системы наблюдаются в экстремально спокойных 
геомагнитных условиях. Продольные токи DPY-
системы локализованы между дневным каспом 
и геомагнитным полюсом [9]. Трехслойная MTS-
система локализована вблизи ночного меридиана 
[7, 8]. В Северном полушарии, для отрицательной 
азимутальной компоненты межпланетного маг-
нитного поля (ММП), они локализованы в после-
полуночные часы с вытекающим продольным 
током в центральном слое и с втекающими про-ностной задачи методом декомпозиции областей. током в центральном слое и с втекающими про-

Рис. 1. Изолинии потенциала (в киловольтах) для северной полярной шапки
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дольными токами на периферии, а для положи-
тельной азимутальной компоненты — в послепо-
луночные часы с обратным направлением токов 
во всех трех слоях. В Южном полушарии распре-
деление MTS — продольных токов повторяет рас-
пределение в Северном полушарии, но для про-
тивоположного знака азимутальной компоненты. 

Расчеты проведены для случая равноденствия. 
Рассмотрен случай отрицательной азимутальной ком-
поненты ММП. Вклад в интегральную проводимость 
прямого УФ-излучения учитывалось по модели [10], 
электронных высыпаний — по модели [11], рас-
сеянного УФ-излучения и звездного света — ана-
логично [12]. В качестве входных параметров для 
моделей [10, 11] выбирались низкая геомагнитная 
активность и средняя солнечная активность. 

На рис. 1 ярко выражен излом эквипотенциа-
лей на утренне-вечернем меридиане. Последний 
совпадает с границей тени, на которой происхо-
дит разрыв первой производной от холловской 
проводимости, что приводит к разрыву коэффи-
циентов при первой производной от потенциала в 
двумерных эллиптических уравнениях (1) — (3). 

На рис. 1 видно также, что эквипотенциаль 15 кВ 
вблизи ночного меридиана обнаруживает заметный 

излом. Он обусловлен выделением здесь специаль-
ной подобласти, в которой было задано усиление 
проводимости в небольшом круге, ассоциируемое 
с дополнительной ионизацией ионосферы пото-
ком заряженных частиц в виде аврорального луча 
(один из типов полярных сияний). Отмеченная 
выше особенность в распределении потенциала 
более выпукло прорисовывается на рис. 2, где дана 
картина эквипотенциалей в выделенной подобласти 
коширот от 4 до 7 градусов и азимутальных углов от 
130,5 до 211,5 градусов (азимутальный угол отсчи-
тывается от дневного меридиана против часовой 
стрелки). По сравнению с основными шагами гло-
бальной модели (0,5 градуса по кошироте и 4,5 гра-
дуса по долготе) коширотный и долготный шаги в 
выделенной подобласти были кратно уменьшены 
(в ходе вычислительных экспериментов удалось 
достичь указанного уменьшения в 51 раз). 

На рис. 3 дано распределение потенциала, ана-
логичное рис. 2, но для случая, когда в выделенной 
подобласти никаких искажений фоновой проводи-
мости не допускалось. Соответственно, никаких 
искажений в картине эквипотенциалей на рис. 3 
нет. Это свидетельствует в пользу успешного 
тестирования разработанной численной модели. 

Рис. 2. Изолинии потенциала в выделенной подобласти. 
Случай локального усиления проводимости
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Для тестирования модели особый интерес 
представляет случай, когда возбуждающий элек-
трические поля продольный ток (правая часть 
уравнения (9)) локализован исключительно в 
выделенной подобласти ω. Было выбрано модель-
ное распределение плотности продольного тока, 
характерное для окрестности аврорального луча 
с разным направлением вектора плотности тока в 
центре луча и на периферии. При этом выполня-
ется естественное условие компенсации (равен-
ство полных втекающих и вытекающих токов). 
Устойчивое решение было получено и в данном 
случае. Возбуждаемые электрические поля были 
локализованы преимущественно в выделенной 
подобласти, не выходя за ее границы, что было 
вполне ожидаемо для заданной структуры распре-
деления скомпенсированных продольных токов. 

Заключение
Представленная в настоящей статье численная 

модель является развитием модели [4], в основе 
которой лежит постановка краевой задачи [1] о 
глобальном распределении электрических полей 
в ионосфере Земли с учетом специфики электро-

динамического взаимодействия токонесущих 
ионосферных оболочек противоположных полу-
шарий. Большие вычислительные трудности при 
создании модели [4], обусловленные нестан-
дартностью указанной краевой задачи, удалось 
преодолеть во многом благодаря многолетнему 
сотрудничеству с Б. А. Самокишем, известным 
специалистом в области вычислительной мате-
матики. Об этих трудностях красноречиво свиде-
тельствует тот факт, что на сегодняшний день так 
и не появились конкурирующие модели. 

Использование в модели [4] вариационно-
разностного метода, основанного на концепции 
обобщенного решения, позволило рассчитывать 
глобальные распределения потенциала даже 
для случаев очень сильных разрывов в распре-
делении ионосферных проводимостей [5], адек-
ватно воспроизводя поведение полей даже в 
непосредственной окрестности таких разрывов. 
Разрывы могут возникать, например, на грани-
цах каналов проводимости, создаваемых поляр-
ными сияниями. 

Отличительной особенностью модели, изло-
женной в настоящей статье, является возмож-

Рис. 3. То же, что и на рис. 2, но без искажения фоновой проводимости
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ность выделить специальную пространственную 
подобласть для более детального учета мелкомас-
штабных особенностей в распределении входных 
параметров модели (проводимостей и продоль-
ных токов) и адекватного воспроизведения в рас-
четах соответствующих особенностей в распре-
делении электрических полей. 

Своевременность разработки такой модели 
определяется перспективой появления экспери-
ментальных полигонов с достаточно плотной 
сетью установок для измерения ионосферных 
параметров и электрических полей. Сопостав-
ление результатов численного моделирования и 
данных измерений поможет ответить на целый 
ряд актуальных вопросов. Например, на вопрос 
о роли механизма ионосферного динамо в рас-
пределении электрических полей в окрестности 
различных типов полярных сияний. 
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Summary
Purpose: Creation of a global numerical model of ionospheric electric fields with the possibility of more detailed 
description of their small-scale features in some limited subareas. Methods: Formulation of a boundary value 
task with accounting for underlined subdomain for to describe subgrid scale features and the task solution by 
modern numerical method. Results:  Model testing was conducted. In particular, stable numerical solution was 
obtained for the case of small-scale localized conductivity increase due to additional ionization of the ionosphere 
by an auroral ray. Practical significance: The model will make it possible to qualify the picture of ionospheric 
electric field global distribution in those limited subareas which for, there is fuller set of experimental data on 
the distribution of conductivity and field-aligned currents. 
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