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Аннотация. Статья посвящена оцениванию математиче-
ского ожидания мощности множества Парето в конечном 
множестве точек, образованном симметрично зависимыми 
случайными элементами пространства ℝ𝒅𝒅. Получены оцен-
ки, аналогичные хорошо известным оценкам для случая 
независимых случайных векторов. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Задача построения и исследования множества Парето 

играет ключевую роль в современных подходах к решению 
задач многокритериальной оптимизации [1–8]. Ей посвя-
щено большое количество работ, которые можно разбить 
на два класса, в зависимости от того, конечным или беско-
нечным является рассматриваемое исходное множество, с 
незначительными отличиями в терминологии. Мы будем 
иметь дело со случаем конечного исходного множества и 
говорить о множестве Парето, а не о «границе Парето» 
или о «фронте Парето», как это принято в работах, в кото-
рых исходное множество описывается как подмножество 
пространства ℝ𝑑𝑑, точки которого удовлетворяют опреде-
ленным аналитическим соотношениям [5]. 

Отметим, что несмотря на то, что можно легко постро-
ить примеры, в которых множество Парето совпадает с 
исходным множеством, в типичных ситуациях множество 
Парето имеет существенно меньшую мощность, чем ис-
ходное множество, как это было показано в пионерской 
работе [9]. «Типичная ситуация» в этой работе определя-
лась как ситуация, в которой множество весов рассматри-
ваемых объектов может быть интерпретировано как ре-
зультат процедуры независимого выбора из вероятностно-
го распределения в пространстве ℝ𝑑𝑑 с независимыми и 
одинаково распределенными координатами, имеющими 
непрерывную функцию распределения. 

Заметим, что случай, когда координаты независимы, 
но имеют различные непрерывные строго монотонные 
функции распределения 𝐹𝐹𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑑𝑑 при помощи пре-
образования Смирнова (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑑𝑑) → �𝐹𝐹1(𝑥𝑥1), … ,𝐹𝐹𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑑𝑑)� 
сводится к случаю независимых координат, имеющих 
равномерное распределение на отрезке [0,1], поскольку 
такое преобразование, помимо прочего, сохраняет отно-
шение частичного порядка на ℝ𝑑𝑑. 

Однако попытки отказаться от «независимости» при-
водят к необходимости так или иначе описывать модели 
зависимостей между элементами исходного множества. 

Отметим, что имеются два направления для обобщения 
результатов работы [9]. В первом из них происходит отказ 
от условия независимости координат, но сохраняется 
условие независимого выбора при генерировании исход-
ного множества, а во втором, наоборот, сохраняется усло-
вие независимости координат, но при этом исходное слу-
чайное множество интерпретируется как реализация слу-
чайного вектора с ℝ𝑑𝑑-значными компонентами или, други-
ми словами, как случайная 𝑛𝑛 × 𝑑𝑑 матрица с независимыми 
столбцами, где n — число точек в исходном множестве. 

В настоящей работе мы примыкаем ко второму из этих 
направлений, предполагая, что строки матрицы представ-
ляют собой симметрично зависимые ℝ𝑑𝑑-значные случай-
ные векторы, а столбцы независимы. 

Симметрично зависимые случайные величины и век-
торы естественным образом возникают в различных при-
кладных задачах [9]. Приводимая далее лемма 3 также в 
какой-то мере описывает достаточно широкий спектр си-
туаций, в которых могут появляться симметрично зависи-
мые случайные величины. 

Основные результаты нашей работы оказываются 
вполне аналогичными результатам работы [9]. Однако мы 
использовали другой подход, основанный на теории рекор-
дов [7, 10, 11], который позволил обобщить результаты [9] 
на случай симметрично зависимых случайных векторов. 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
Пусть (𝑋𝑋,≤)  — частично упорядоченное множество. 

Множеством минимальных элементов множества X или 
множеством Парето для множества X называется мно-
жество 𝑀𝑀𝑖𝑖𝑛𝑛(𝑋𝑋) = {𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋| ∄ 𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋:𝑦𝑦 < 𝑥𝑥}. 

Отображение φ:𝑌𝑌 ⟼  𝑀𝑀𝑖𝑖𝑛𝑛(Y), определенное на сово-
купности подмножеств множества X, называется филь-
трацией совокупности подмножеств отношением частич-
ного порядка ≤. Неподвижные точки этого отображения, 
то есть подмножества 𝑌𝑌 ⊂ 𝑋𝑋, состоящие из попарно не-
сравнимых элементов, называются фильтрованными 
множествами. Таким образом, множество Парето для 
множества X — это максимальное по включению филь-
трованное подмножество множества X. 

В дальнейшем мы будем иметь дело с естественным 
отношением частичного порядка на пространстве ℝ𝑑𝑑. По 
определению 𝑥𝑥 =  (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑑𝑑) ≤ 𝑦𝑦 = (𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑑𝑑) равносиль-
но выполнению системы неравенств 𝑥𝑥1 ≤ 𝑦𝑦1 , … , 𝑥𝑥𝑑𝑑 ≤ 𝑦𝑦𝑑𝑑. 
Мы также будем иметь дело с отношениями частичного 
порядка ≤𝑘𝑘, для которых неравенство 

𝑥𝑥 =  (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑑𝑑) ≤𝑘𝑘 𝑦𝑦 = (𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑑𝑑) 
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равносильно выполнению системы неравенств  
𝑥𝑥𝑘𝑘 ≤ 𝑦𝑦𝑘𝑘 , … , 𝑥𝑥𝑑𝑑 ≤ 𝑦𝑦𝑑𝑑. Через φ𝑘𝑘 мы будем обозначать соот-
ветствующие фильтрации при 𝑘𝑘 = 2, … ,𝑑𝑑. 

Мы будем рассматривать множества 𝑋𝑋 ⊂ ℝ𝑑𝑑, облада-
ющие следующим свойством координатной единственно-
сти: для любых 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋 и любого 𝑗𝑗 ∈ {1, … ,𝑑𝑑} выполняет-
ся одно из неравенств 𝑥𝑥𝑗𝑗 < 𝑦𝑦𝑗𝑗 или 𝑦𝑦𝑗𝑗 < 𝑥𝑥𝑗𝑗. Такие множества 
мы будем называть 𝑈𝑈-множествами (англ. Uniqueness — 
«уникальность, единственность»). 

Лемма 1. Пусть элементы U-множества 𝑋𝑋 ⊂ ℝ𝑑𝑑  
занумерованы по возрастанию первой координаты:  
𝑋𝑋 =  {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛}. Положим 𝑋𝑋𝑘𝑘 = {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘}, 𝑘𝑘 = 2, …𝑛𝑛. 
Для того, чтобы 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∈ φ(𝑋𝑋) необходимо и достаточно, 
чтобы 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∈ φ2(𝑋𝑋𝑘𝑘). 

Доказательство. 
1) Необходимость. Если 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∉ φ2(𝑋𝑋𝑘𝑘), то найдется  

𝑟𝑟 < 𝑘𝑘 такое, что 𝑥𝑥2𝑟𝑟 ≤ 𝑥𝑥2𝑘𝑘 , … , 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑟𝑟 ≤ 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑘𝑘, причем по крайней 
мере одно из этих неравенств является строгим. Посколь-
ку 𝑥𝑥1𝑟𝑟 ≤ 𝑥𝑥1𝑘𝑘, отсюда следует, что 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∉  φ(𝑋𝑋). 

2) Достаточность. Доказательство от противного. 
Предположим, что 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∈ φ2(𝑋𝑋𝑘𝑘), но 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∉ φ(𝑋𝑋). Тогда 
найдется  𝑟𝑟 ∈ {1, … ,𝑛𝑛}\{𝑘𝑘} такое, что 𝑥𝑥1𝑟𝑟 ≤ 𝑥𝑥1𝑘𝑘, … , 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑟𝑟 ≤ 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑘𝑘, 
а по условию координатной единственности все эти нера-
венства являются строгими. Так как элементы занумеро-
ваны по возрастанию первой координаты, то должно вы-
полняться неравенство 𝑟𝑟 < 𝑘𝑘, но тогда получаем противо-
речие с условием 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∈ φ2(𝑋𝑋𝑘𝑘). ∎ 

Следствие. Пусть элементы U-множества 𝑋𝑋 ⊂ ℝ𝑑𝑑  
занумерованы по возрастанию 𝑗𝑗-й координаты: 

1 ≤ 𝑗𝑗 ≤ 𝑑𝑑 − 1:𝑋𝑋 =  {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛},𝑋𝑋𝑘𝑘 = {𝑥𝑥1 , … , 𝑥𝑥𝑘𝑘}, 𝑘𝑘 = 2, … 𝑛𝑛. 

Для того, чтобы 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∈ φ𝑗𝑗(𝑋𝑋) необходимо и достаточно, 
чтобы 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∈ φ𝑗𝑗+1(𝑋𝑋𝑘𝑘). 

Доказательство следствия вполне аналогично доказа-
тельству леммы 1. 

Лемма 1 служит основой для рекурсивной конструк-
ции, которая используется в дальнейшем при построении 
множества Парето. Граничные условия для этой кон-
струкции описываются леммой 2. 

Лемма 2. Пусть элементы U-множества 𝑋𝑋 ⊂ ℝ2 зану-
мерованы по возрастанию первой координаты: 
𝑋𝑋 =  {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛}. Для того, чтобы множество X было филь-
трованным, необходимо и достаточно выполнения нера-
венств 𝑥𝑥21 > 𝑥𝑥22 > ⋯ > 𝑥𝑥2𝑛𝑛. 

Доказательство леммы 2 непосредственно вытекает из 
определения фильтрованного множества. 

Пусть элементы U-множества 𝑋𝑋 =  {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛}  ⊂ ℝ2 
занумерованы по возрастанию первой координаты. Элемент 
𝑥𝑥𝑘𝑘 называется рекордным если 𝑥𝑥2𝑘𝑘 < min{𝑥𝑥21, … , 𝑥𝑥2𝑘𝑘−1}.  
По определению элемент 𝑥𝑥1 считается рекордным. 

Следствие. Мощность подмножества Парето в U-мно-
жестве 𝑋𝑋 ⊂ ℝ2 совпадает с числом рекордных элементов в 
последовательности 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, полученной в результате 
сортировки множества X по первой координате. 

В дальнейшем мы будем иметь дело с ℝ𝑑𝑑-значными 
случайными векторами 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛. Для обозначения веро-
ятностей событий и математических ожиданий случайных 
величин мы будем использовать соответственно символы 

𝐏𝐏{∙} и 𝐄𝐄(∙), а для совместного распределения векторов 
𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 использовать символ 𝑃𝑃𝑋𝑋1,…,𝑋𝑋𝑛𝑛. 

Обозначим через Π множество всех перестановок 
множества {1, 2, … ,𝑛𝑛}, то есть взаимно однозначных отоб-
ражений множества {1, 2, … ,𝑛𝑛} на себя. 

Случайные векторы 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 называются симметрич-
но зависимыми, если их совместное распределение инва-
риантно относительно любой перестановки индексного 
множества, то есть если 𝑃𝑃𝑋𝑋π(1),…,𝑋𝑋π(𝑛𝑛) = 𝑃𝑃𝑋𝑋1,…,𝑋𝑋𝑛𝑛 для любой 
π = �π(1), … ,π(𝑛𝑛)� ∈ Π. 

Отметим некоторые простейшие факты, связанные с 
понятием симметричной зависимости. 

Предложение 1. Пусть 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 — ℝ𝑑𝑑-значные слу-
чайные векторы. 

1. Для того, чтобы 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 были симметрично зави-
симыми необходимо и достаточно, чтобы их совместное 
распределение было инвариантным относительно любой 
транспозиции (перестановки, меняющей местами только 
два индекса). 

2. Если 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 симметрично зависимы, то для любо-
го непустого подмножества 𝐼𝐼 ⊂ {1, … ,𝑛𝑛} случайные вели-
чины (𝑋𝑋𝑖𝑖)𝑖𝑖∈𝐼𝐼 также симметрично зависимы. 

3. Если 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 независимы и одинаково распределе-
ны, то 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 симметрично зависимы. 

4. Если 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 симметрично зависимы и 𝑋𝑋1 не зави-
сит от 𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛, то 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 независимы и одинаково рас-
пределены. 

5. Если 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 симметрично зависимы и ℝ𝑑𝑑-значный 
случайный вектор Y не зависит от 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛, то случайные 
векторы 𝑍𝑍1 = 𝑌𝑌 + 𝑋𝑋1, … , 𝑍𝑍𝑛𝑛 = 𝑌𝑌 + 𝑋𝑋𝑛𝑛 симметрично зави-
симы. 

6. Если 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 симметрично зависимы, то для любой 
измеримой функции 𝑓𝑓:ℝ𝑑𝑑 → ℝ случайные величины 
𝑓𝑓(𝑋𝑋1), … , 𝑓𝑓(𝑋𝑋𝑛𝑛) симметрично зависимы. В частности, ко-
ординаты 𝑋𝑋1𝑗𝑗 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛𝑗𝑗 симметрично зависимы для каждого 
𝑗𝑗 ∈ {1, … ,𝑑𝑑}. 

Случайные величины со значениями в множестве Π 
называются случайными перестановками элементов мно-
жества {1, 2, … ,𝑛𝑛}. В дальнейшем мы будем использовать 
термин «случайная перестановка» в более узком смысле, 
подразумевая, что случайная перестановка σ имеет равно-
мерное распределение на множестве Π, то есть что 
𝐏𝐏{σ = π} = 1 𝑛𝑛!⁄  для любой π ∈ Π. 

Предложение 2. Пусть π ∈ Π, σ,σ′ — случайные пере-
становки элементов множества {1, 2, … ,𝑛𝑛}. Тогда: 

1. πσ и σπ — случайные перестановки. 
2. Если σ и σ′ независимы, то σσ′ и σ′σ — случайные 

перестановки. 
Доказательство. Докажем п. 2. Зафиксируем π′ ∈ Π. 

По формуле полной вероятности имеем 

𝐏𝐏{σσ′ = π′} = �𝐏𝐏{σσ′ = π′|σ = π}𝐏𝐏{σ = π} =
π∈ Π

 

= � 𝐏𝐏{σ′ = π′π−1}
𝟏𝟏
𝒏𝒏!

π∈ Π

=
1
𝑛𝑛!

 

так как π′π−1 так же пробегает множество Π, когда его 
пробегает π. ∎ 
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Лемма 3. Пусть X1, … , X𝑛𝑛 — случайные ℝ𝑑𝑑-значные 
векторы с произвольным совместным распределением и 
пусть σ — случайная перестановка индексов, не зависящая 
от X1, … , X𝑛𝑛. Тогда случайные векторы Xσ(1), … , Xσ(𝑛𝑛) сим-
метрично зависимы. 

Доказательство. Для любых борелевских множеств 
𝐵𝐵1, … ,𝐵𝐵𝑛𝑛 ⊂ ℝ𝑑𝑑 и любой перестановки π′ ∈ Π по формуле 
полной вероятности мы имеем равенства 

𝐏𝐏�Xπ′σ(1) ∈ 𝐵𝐵1, … , Xπ′σ(𝑛𝑛) ∈ 𝐵𝐵𝑛𝑛� = 

= � 𝐏𝐏�Xπ′σ(1) ∈ 𝐵𝐵1, … , Xπ′σ(𝑛𝑛) ∈ 𝐵𝐵𝑛𝑛|σ = π�𝐏𝐏{σ = π}
π∈ Π

= 

=
1
𝑛𝑛!
� 𝐏𝐏�Xπ′π(1) ∈ 𝐵𝐵1 , … , Xπ′π(𝑛𝑛) ∈ 𝐵𝐵𝑛𝑛�
π∈ Π

 . 

Когда π пробегает множество Π, π′π также пробегает 
множество Π, следовательно, правая часть последнего ра-
венства не зависит от π′. ∎ 

С последовательностью ℝ𝑑𝑑-значных случайных векто-
ров X1, … , X𝑛𝑛 мы будем связывать матрицу их координат 
�𝑋𝑋𝑖𝑖𝑗𝑗| 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛; 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑑𝑑�, в которой индекс строки — 
номер вектора в последовательности, а индекс столбца — 
номер координаты. 

Будем говорить, что случайные ℝ𝑑𝑑-значные векторы 
обладают свойством стохастической координатной един-
ственности и называть их SU-векторами (Stochastic 
Uniqueness), если  𝐏𝐏�𝑋𝑋𝒌𝒌𝑗𝑗 = 𝑋𝑋𝑙𝑙𝑗𝑗� = 0 для любых различных 
𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ {1, … ,𝑛𝑛} и для любого 𝑗𝑗 ∈ {1, … ,𝑑𝑑}. 

Лемма 4. Пусть X1, … , X𝑛𝑛 — ℝ𝑑𝑑-значные симметрично 
зависимые случайные SU-векторы, σ𝑗𝑗  — перестановка их 
индексов в соответствии с возрастанием j-й координаты 
(𝑗𝑗 ∈ {1, … ,𝑑𝑑}). Тогда σ𝑗𝑗  — случайная перестановка, то 
есть σ𝑗𝑗  имеет равномерное распределение на множестве Π. 

Доказательство. Зафиксируем π ∈ Π. Случайное собы-
тие �σ𝑗𝑗 = π� происходит тогда и только тогда, когда про-
исходит событие �𝑋𝑋π(1),𝑗𝑗 < ⋯ < 𝑋𝑋π(n),𝑗𝑗�. Из условия сим-
метричной зависимости следует, что вероятность послед-
него события не зависит от π, а из условия стохастической 
координатной единственности — что 

� 𝐏𝐏�𝑋𝑋π′(1),𝑗𝑗 < ⋯ < 𝑋𝑋π′(n),𝑗𝑗�
π′∈ Π

= 1. 

Таким образом 𝑛𝑛!  𝐏𝐏�σ𝑗𝑗 = π� = 1, что и требовалось. ∎ 
Замечание. Свойство стохастической координатной 

единственности играет существенную роль при выводе 
основных результатов. Для ℝ𝑑𝑑-значных симметрично за-
висимых случайных векторов X1, … , X𝑛𝑛 координатные ве-
личины X1𝑗𝑗 , … , X𝑛𝑛𝑗𝑗 симметрично зависимы, поэтому веро-
ятность 𝐏𝐏�𝑋𝑋𝒌𝒌𝑗𝑗 = 𝑋𝑋𝑙𝑙𝑗𝑗� не зависит от конкретного выбора 
пары 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ {1, … ,𝑛𝑛}. Обозначим через 𝐹𝐹𝑗𝑗 функцию распре-
деления величины 𝑋𝑋𝟏𝟏𝑗𝑗 − 𝑋𝑋2𝑗𝑗. Тогда требование условия 
стохастической координатной единственности равносиль-
но следующему требованию: функции 𝐹𝐹𝑗𝑗 не имеют атомов 
в нуле при любом 𝑗𝑗 ∈ {1, … ,𝑑𝑑}. 

При выводе основных результатов наряду с условием 
стохастической координатной единственности мы будем 
использовать также условие независимости координат век-

торов X1 , … , X𝑛𝑛, то есть условие взаимной независимости 
столбцов матрицы �𝑋𝑋𝑖𝑖𝑗𝑗| 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛; 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑑𝑑�. 

ℝ𝑑𝑑-значные случайные векторы X1, … , X𝑛𝑛, удовле-
творяющие обоим этим условиям, мы будем называть 
SUI-векторами (англ. Independence — «независимость»),  
а соответствующие им координатные матрицы —  
SUI-матрицами. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
Символом #M мы в дальнейшем обозначаем число 

элементов множества M. Введем также обозначение для  
n-го гармонического числа: 

𝐻𝐻(𝑛𝑛) = 1 +
1
2

+ ⋯+
1
𝑛𝑛

, 𝑛𝑛 = 1, 2, …  . 

Пусть 𝑋𝑋 = {X1, … , X𝑛𝑛}, где X1, … , X𝑛𝑛 — ℝ𝑑𝑑-значные 
случайные SUI-векторы. 

Теорема 1. Пусть 𝑑𝑑 = 2. Тогда 𝐄𝐄[#φ(𝑋𝑋) ] = 𝐻𝐻(𝑛𝑛). 
Доказательство. Пусть 𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋2 — элементы множе-

ства X, перенумерованные в соответствии с возрастанием 
первой координаты. Тогда, согласно леммам 3 и 4, после-
довательность вторых координат этих векторов 𝑋𝑋21 … ,𝑋𝑋2𝑛𝑛 
является последовательностью симметрично зависимых 
случайных величин, для которой выполняется свойство 
стохастической единственности. По следствию из леммы 2 
𝐄𝐄[#φ(𝑋𝑋) ] = 𝐄𝐄𝑅𝑅𝑛𝑛, где 𝑅𝑅𝑛𝑛 — число рекордных значений в 
последовательности 𝑋𝑋21 … ,𝑋𝑋2𝑛𝑛. Положим 

τ1 = 1, τ𝑘𝑘 = �1, если 𝑋𝑋2𝑘𝑘  < 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛{𝑋𝑋21, … ,𝑋𝑋2𝑘𝑘−1}
0, если 𝑋𝑋2𝑘𝑘  ≥ 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛{𝑋𝑋21, … ,𝑋𝑋2𝑘𝑘−1}

, 𝑘𝑘 ≥ 2. 

Тогда 𝐄𝐄𝑅𝑅𝑛𝑛 = 1 +  𝐏𝐏{τ2 = 1} + ⋯+ 𝐏𝐏{τ𝑛𝑛 = 1}. Так как 
величины 𝑋𝑋21, … ,𝑋𝑋2𝑘𝑘 симметрично зависимы, то события 
�𝑋𝑋2𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛{𝑋𝑋21, … ,𝑋𝑋2𝑘𝑘}� , 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑘𝑘  равновероятны, а из 
условия стохастической единственности следует, что эти 
события являются попарно дизъюнктными с вероятно-
стью 1. Поэтому 𝐏𝐏{τ𝑘𝑘 = 1} =  𝟏𝟏

𝒌𝒌
  при 𝑘𝑘 = 2, … ,𝑛𝑛. ∎ 

Следствие. Пусть d = 2, ξ — случайно выбранная точка 
из множества X, удовлетворяющего условиям теоремы 1. 
Тогда 𝐏𝐏{ξ ∈ φ(𝑋𝑋) } = 𝐻𝐻(𝑛𝑛) 𝑛𝑛⁄ . 

Доказательство. Пусть κ = κ(ξ) — номер точки ξ, по-
лученный ею в результате сортировки множества 𝑋𝑋. Слу-
чайный выбор точки означает, что событие {κ = k} имеет 
вероятность 1 / n для каждого 𝑘𝑘 = 1, … ,𝑛𝑛. Если это собы-
тие произошло, то событие ξ ∈ φ(𝑋𝑋) происходит в том и 
только том случае, когда 𝑋𝑋2𝑘𝑘 = 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛{𝑋𝑋21, … ,𝑋𝑋2𝑘𝑘}. По форму-
ле полной вероятности получаем 

𝐏𝐏{ξ ∈ φ(𝑋𝑋) } = � 𝐏𝐏{ξ ∈ φ(𝑋𝑋)|κ = k }𝐏𝐏{κ = k}
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 

 = �
1
𝑘𝑘

×
1
𝑛𝑛

=
𝐻𝐻(𝑛𝑛)
𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
 .  ∎ 

Заметим, что для любого непустого подмножества 
𝑋𝑋′ ⊂ 𝑋𝑋 мощности 𝑛𝑛′ = #𝑋𝑋′ и случайно выбранной точки ξ 
из множества 𝑋𝑋′  

𝐏𝐏{ξ ∈ φ(𝑋𝑋′) } =
𝐻𝐻(𝑛𝑛′)
𝑛𝑛′

=
𝐄𝐄[#φ(𝑋𝑋′) ]

𝑛𝑛′
 . 
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Следовательно, 

𝐏𝐏{ξ ∈ φ(𝑋𝑋′) } =
𝐄𝐄[#φ(𝑋𝑋′) ]

𝑛𝑛′
 .                     (1)  

Равенство (1) справедливо, как нетрудно видеть, для 
любого 𝑑𝑑 ≥ 2. 

Пусть 𝑑𝑑 > 2, 𝑋𝑋 = �𝑋𝑋𝑖𝑖𝑗𝑗| 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑛𝑛; 𝑗𝑗 = 1, … , 𝑑𝑑� — SUI-мат-
рица, строки которой симметрично зависимы и занумеро-
ваны по возрастанию первой координаты. Рассмотрим 
подматрицу 𝑋𝑋′ полученной матрицы, образованную 
столбцами с номерами 2, … ,𝑑𝑑. Эта подматрица также бу-
дет SUI-матрицей, строки которой симметрично зависимы 
согласно леммам 3 и 4. Пусть 𝑋𝑋𝑘𝑘∗ — k-я строка матрицы 𝑋𝑋, 
𝑋𝑋′𝑘𝑘∗ — подстрока в матрице 𝑋𝑋′. По лемме 1 событие 
{𝑋𝑋𝑘𝑘∗ ∈ φ(𝑋𝑋) } происходит тогда и только тогда, когда 
происходит событие 

{𝑋𝑋′𝑘𝑘∗ ∈ φ(ℳ𝑘𝑘) }, где ℳ𝑘𝑘 = {𝑋𝑋′1∗, … ,𝑋𝑋′𝑘𝑘∗}. 

Обозначим через τ𝑘𝑘 индикатор этого события. Имеем 

𝐄𝐄[#φ(𝑋𝑋) ] = �𝐏𝐏{τ𝑘𝑘 = 1} = �
𝐄𝐄[#φ2(ℳ𝑘𝑘) ]

𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

.     (2) 

Итерируя (2) (d - 2) раза и используя теорему 1, мы по-
лучим следующее равенство: 

𝐄𝐄[#φ(𝑋𝑋)] = �
1
𝑘𝑘
��

1
𝑘𝑘1

𝑘𝑘

𝑘𝑘1=1

𝑁𝑁

𝑘𝑘=1

�… �
1

𝑘𝑘𝑑𝑑−4
�

𝐻𝐻(𝑘𝑘𝑑𝑑−3)
𝑘𝑘𝑑𝑑−3

�
𝑘𝑘𝑑𝑑−4

𝑘𝑘𝑑𝑑−3=1

�… � .     (3) 

Формула (3) слишком громоздка для использования на 
практике, поэтому оставшаяся часть статьи посвящена по-
лучению простых оценок для 𝐄𝐄[#φ(𝑋𝑋) ]. 

Лемма 5. 
1. 𝐄𝐄[#φ(𝑋𝑋) ] ≤ 𝐻𝐻𝑑𝑑−1(𝑛𝑛). 
2. 𝐄𝐄[#φ(𝑋𝑋) ] ≥ 1

2
(𝑑𝑑−2)(𝑑𝑑−1)

2
𝐻𝐻𝑑𝑑−1(𝑛𝑛). 

Доказательство. 
1. Из (2) имеем 

𝐄𝐄[#φ(𝑋𝑋) ] ≤ 𝐄𝐄[#φ2(𝑋𝑋) ]𝐻𝐻(𝑛𝑛) ≤ ⋯ ≤ 𝐻𝐻𝑑𝑑−1(𝑛𝑛). 

2. Заметим, что 

𝑆𝑆(𝑛𝑛) ∶= �
𝐻𝐻(𝑘𝑘)
𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

>
1
2
𝐻𝐻2(𝑛𝑛).                           (4) 

Действительно, так как 

�
1
𝑘𝑘𝑗𝑗

1≤𝑗𝑗≤𝑘𝑘≤𝑛𝑛

= �
1
𝑘𝑘𝑗𝑗

1≤𝑘𝑘≤𝑗𝑗≤𝑛𝑛

 , 

имеем 

𝑆𝑆(𝑛𝑛) =
1
2
� �

1
𝑘𝑘𝑗𝑗

1≤𝑗𝑗≤𝑘𝑘≤𝑛𝑛

+ �
1
𝑘𝑘𝑗𝑗

1≤𝑘𝑘≤𝑗𝑗≤𝑛𝑛

� = 

=
1
2
� �

1
𝑘𝑘𝑗𝑗

1≤𝑗𝑗,𝑘𝑘≤𝑛𝑛

+ �
1
𝑘𝑘𝑗𝑗

1≤𝑘𝑘=𝑗𝑗≤𝑛𝑛

� >
1
2
𝐻𝐻2(𝑛𝑛) . 

Покажем теперь, что для любых 𝑟𝑟,𝑛𝑛 ≥ 1 

 �
𝐻𝐻𝑟𝑟(𝑘𝑘)
𝑘𝑘

≥
1
2𝑟𝑟
𝐻𝐻𝑟𝑟+1(𝑛𝑛)

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

.                         (5) 

Так как функция 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑟𝑟 выпукла, то по неравенству 
Йенсена, принимая во внимание (4), имеем 

�
𝐻𝐻𝑟𝑟(𝑘𝑘)
𝑘𝑘

= �
1

𝑘𝑘𝐻𝐻(𝑛𝑛) �𝐻𝐻
(𝑘𝑘)𝐻𝐻1 𝑟𝑟� (𝑛𝑛)�

𝑟𝑟
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

≥ 

≥ 𝐻𝐻�1 𝑟𝑟� −1�𝑟𝑟(𝑛𝑛) × (𝑆𝑆(𝑛𝑛))𝑟𝑟 ≥ 

≥ 𝐻𝐻1−𝑟𝑟(𝑛𝑛) ×
𝐻𝐻2𝑟𝑟(𝑛𝑛)

2𝑟𝑟
=

1
2𝑟𝑟
𝐻𝐻𝑟𝑟+1(𝑛𝑛) . 

Применяя последовательно неравенство (5) в равенстве (3) 
(d - 2) раза, получим: 

𝐄𝐄[#φ(𝑋𝑋) ] ≥
𝐻𝐻𝑑𝑑−1(𝑛𝑛)

21+⋯+(𝑑𝑑−2) =
1

2
(𝑑𝑑−2)(𝑑𝑑−1)

2

𝐻𝐻𝑑𝑑−1(𝑛𝑛).∎ 

Принимая во внимание, что 𝐻𝐻(𝑛𝑛) = Θ(log𝑛𝑛) мы полу-
чаем следующий результат. 

Теорема 2. Пусть 𝑑𝑑 ≥ 2. Тогда 

𝐄𝐄[#φ(𝑋𝑋) ] = Θ([log𝑛𝑛]𝑑𝑑−1). 

Следствие. Пусть 𝑑𝑑 ≥ 2, ξ — случайно выбранная точ-
ка в множестве 𝑋𝑋. Тогда 

𝐏𝐏{ξ ∈ φ(𝑋𝑋) } = Θ�
[log𝑛𝑛]𝑑𝑑−1

𝑛𝑛
� . 
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Abstract. The article is devoted to an estimation of the ex-

pected size of the Pareto set in a finite set of points drawn by 
symmetrically dependent random variables in ℝ𝒅𝒅. The received 
estimates are fully analogized to the well-known estimates in the 
case of independent random variables. 
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