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 Введение

В учебниках по общей физике зависимость 
давления газа p(z) от высоты z = r – Rc над поверх-
ностью планеты (Rc — радиус планеты, r — рас-
стояние от центра планеты) обычно описывается 
барометрической формулой, имеющей вид: 
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где p0 — давление на поверхности планеты (при 
z = 0);

H0 — шкала высот (высота, на которой давле-
ние газа в атмосфере уменьшается в е раз) или 
же высота однородной атмосферы (толщина, 
которую имела бы атмосфера, если всюду в ней 
давление было бы такое же, как на поверхности):
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В формулах (1) и (2) k — постоянная Боль-
цмана, g0 — ускорение свободного падения,  
g0 = GMc/Rc

2 (G — гравитационная постоянная,  
Mc — масса планеты), T0 — температура. Фор-
мула (1) получена при следующих предположе-
ниях: атмосферный газ считается идеальным, 
состоит из молекул массы m, находится при 
постоянной температуре T = T0 в гравитацион-
ном поле планеты, ускорение свободного паде-
ния g не зависит от z и равно ускорению свобод-
ного падения g0 на поверхности планеты (при 
z = 0). При выводе уравнения (1) обычно посту-
лируется, что давление на высоте z обусловлено 
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весом вышележащего столба газа. С другими 
методами вывода барометрической формулы, 
а также с историей вопроса можно ознакомиться 
в кратком обзоре [1].

Несмотря на свою простоту и сделанные при 
ее выводе предположения, формула (1) доста-
точно хорошо передает зависимость давления 
от высоты в нижних слоях земной атмосферы. 
Отметим, что так как идеальный газ подчинятся 
уравнению /p kT m= ρ  (ρ — плотность газа,  
ρ = nm, n — концентрация газа), то барометриче-
ская формула (1) описывает также распределение 
концентрации и плотности газа в изотермиче-
ской атмосфере, так как n(z)/n0 = ρ(z)/ρ0 = p(z)/p0  
(n0 и ρ0 — концентрация и плотность газа на 
поверхности планеты). 

Если учесть зависимость ускорения свободного 
падения от высоты z (g = GMc/(Rc + z)2 = GMc/r2), то 
барометрическая формула приобретает вид [1, 2]:
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Уравнение (3) является следствием распреде-
ления Больцмана, согласно которому в состоя-
нии термодинамического равновесия отношение 
концентраций газа на разных высотах (Rc и r) в 
потенциальном поле определяется разностью 
потенциальных энергий молекул газа W(Rc) – 
W(r), деленной на kT0:
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Несмотря на давнюю историю, барометриче-
ская формула продолжает интересовать препо-

давателей физики и научных работников с точки 
зрения ее использования в учебной работе, обоб-
щения на случай неидеального газа, наличия цен-
тробежных сил и так далее [1–7], применения в 
различных приложениях, начиная с метеорологи-
ческих [8–11] и заканчивая физикой плазмы [12], 
ядерной физикой [13, 14] и астрофизикой [15–18].

Недостатком обобщенной барометрической 
формулы (3), согласно, например, классическому 
учебнику Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшица [2], явля-
ется стремление концентрации газа n при r → ∞ 
к постоянной величине, n(r → ∞) = n0exp(–Rc/H0), 
что некорректно, так как конечное количество 
газа не может быть распределено по бесконеч-
ному объему с отличной от нуля концентрацией. 
Этот недостаток барометрической формулы (3) 
можно исправить, если предположить умень-
шение температуры газа до нуля с увеличением 
высоты быстрее, чем (1 + z/Rc)–2 [1, 7]. Однако 
известно, что температура газа на больших высо-
тах в атмосфере отлична от нуля.

Дополнительным фактором, не учтенным в (3) 
и приводящим к удержанию газа вблизи планеты, 
является самогравитация [15–18]: газ на рассто-
янии r удерживается не только притяжением со 
стороны планеты, но и со стороны слоев газа, 
расположенных ниже — на расстояниях, мень-
ших r. Как известно [15–18], самогравитация 
используется в астрофизике для объяснения про-
странственного строения звезд, галактик и газо-
вопылевых структур.

В настоящей работе теоретически исследуется 
влияние самогравитации на распределения плот-
ности газа вокруг планеты. 

Система уравнений, численное решение 
и обсуждение результатов 

В астрофизике самогравитация рассматрива-
ется на основе уравнения Пуассона. Это урав-
нение можно получить следующим образом. 
Рассмотрим твердое ядро планеты, окруженное 
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сферически симметричной самогравитирующей 
оболочкой из идеального изотермического газа, 
находящегося в гидростатическом равновесии. 
Условие гидростатического равновесия такой 
оболочки можно записать в виде системы из двух 
уравнений [19, 20]:
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  (5)

где M — масса, заключенная в сфере радиуса r.
Дифференцируя первое уравнение (5) по r и 

подставляя в него второе уравнение, с учетом урав-
нения состояния идеального газа ( /p kT m= ρ ) 
получаем уравнение Пуассона:
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Это уравнение можно представить также в 
интегральном виде:
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(7)
В приближении малой массы атмосферы по 

сравнению с массой планеты (т. е. когда вклад 
интегрального слагаемого в экспоненте мал) 
уравнение (7) можно решать итерационным 
методом. Из уравнения (7), эквивалентного урав-
нению (6), отчетливо видно, что на малых рас-
стояниях от планеты и при малых плотностях 
газа (ρ → 0), когда самогравитацией можно пре-
небречь (второе слагаемое под знаком экспо-
ненты равно нулю), распределение плотности 
газа имеет вид барометрической формулы (3). На 
больших расстояниях, где самогравитация преоб-
ладает над притяжением планеты (первым слага-

емым под знаком экспоненты в (7) можно прене-
бречь), уравнения (6) и (7) имеют аналитическое 
решение:

( ) 0 0
2 2

0

1 2
2 3

c ckT H Rr
Gm r r

ρρ = =
π ρ

.  (8) 

Введем безразмерную координату x и два без-
размерных параметра:

/ cx r R= , 0/ca R H= , 0 / cb = ρ ρ ,  (9)

где ρc — плотность ядра (планеты), Mc = (4π/3)
ρcRc

3. Параметр a — безразмерный радиус пла-
неты, выраженный в единицах H0. Параметр b 
есть отношение плотности газа ρ0 у поверхности 
ядра (планеты) к плотности ядра ρc (планеты). 
Используя параметры (9), уравнение (8) преоб-
разуем к виду:

( )
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2 1 1
3

r
ab x

ρ
=

ρ
.  (10) 

В общем случае (в том числе и в рассматри-
ваемом в настоящей работе — газовая оболочка, 
в центре которой находится однородное ядро 
конечных размеров) уравнение (6) может быть 
решено только численно.

Проинтегрировав второе уравнение системы 
(5) от 0 до r > Rc, получим:

24 .
c

r

c R
M M r dr= + π ρ∫   (11)

Для уменьшения количества параметров 
задачи (с целью изучения свойств решения 
системы уравнений (5)) используем метод подо-
бия, успешно применяющийся в теории планет-
ных атмосфер (см., например, [21, 22]). 

Введем безразмерные функции:

0/u = ρ ρ , / cf M M= .  (12)

С помощью безразмерных величин (12) и 
параметров (9) система уравнений (5) записыва-
ется в виде:
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2

2

,

3 .

du af u
dx x
df bx u
dx

 = −

 =
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Система уравнений (13) решалась численно 
методом Рунге — Кутта со следующими гранич-
ными условиями на поверхности планеты:

u(1) = 1 и f(1) = 1.  (14)
Расчеты производились для набора параме-

тров a и b (9), характерных для Земли, Юпитера и 
протоюпитера (таблица).

Результаты численных расчетов приведены на 
рисунке (синие, зеленые и красные кривые). Пун-
ктирной серой кривой добавлено аналитическое 
решение уравнений (13) без учета самогравита-
ции (при 1f ≡ ):

( )
0

1
exp

a x
u

x
− ρ = = − ρ  

.  (15)

Это уравнение есть уравнение (3), записан-
ное через безразмерные параметры. На больших 
высотах (x >> 1) функция (15) стремится к посто-
янному (асимптотическому) значению:

( )0/ exp aρ ρ = − .  (16)

С учетом самогравитации численные решения 
отклоняются от асимптотики (16) (степень откло-
нения зависит от параметра b, см. рисунок) и при-
ближаются к другому предельному случаю — к 
выражению (10) с зависимостью ρ/ρ0 ⁓ 1/x2, соот-
ветствующей газовой оболочке с массой, значи-
тельно большей массы планеты. Приравнивая 
асимптотики (16) и (10), можно оценить безраз-
мерную высоту xg, начиная с которой становится 
существенно влияние самогравитации на плот-
ность газовой оболочки:

2
3

a
gx e

ab
= .  (17)

Параметры Земли, Юпитера и протоюпитера (в скобках указаны единицы измерения)

Планета Земля Юпитер Протоюпитер1*

Плотность планеты ρc (кг/м3) 5500 1326 5500
Плотность газовой оболочки у поверхности планеты ρ0 (кг/м3) 1,22 0,16 ~2002*

Средняя молекулярная масса m (а. е. м) 28,5 2,3 2,3
Температура у поверхности T0 (К) 288 129 5000
Масса планеты Mc (ME) 3* 1 318 1–254*

Радиус планеты Rc = (3Mc/4πρc)1/3 (RE) 5* 1 11 1–3
Ускорение свободного падения g0 = GMc/Rc

2 (м/с2) 9,8 25,9 9,8–28,7
Шкала высот H0 = kT0/mg0 (км) 8,6 18 630–1840
a = Rc/H0 744 3886 3,46–29,6
b = ρ0/ρc 0,0002 3 · 10–5 0,036

Примечания: 
1*Под протоюпитером понимается твердое ядро будущей планеты на месте современного Юпитера в протопла-
нетном облаке на раннем этапе образования планет Солнечной системы; 
2* порядок величины взят из [20]; 
3* ME = 5,97217 · 10–24 кг — масса Земли; 
4* массы твердых ядер внутри современных планет — гигантов Солнечной системы оцениваются как 15–25 ME [23]; 
5* RE = 6371 км — радиус Земли.
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Отметим, что область гравитационного влияния 
планеты ограничена радиусом Хилла [24] rH — 
радиусом сферической области вокруг планеты, 
внутри которой гравитационное влияние планеты 
преобладает над гравитационным влиянием звезды:

3

*

 
3Í
Mr D
M

= ,  (18)

где D — расстояние от планеты до звезды;
M* — масса звезды. 

Только внутри области, ограниченной ради-
усом Хилла, ядро планеты способно гравитаци-
онно удерживать свою газовую оболочку. 

Предполагая, что масса M в основном опреде-
ляется массой планеты Mc, формулу (18) можно 
переписать в виде:

H 3

* *

c

c

r D
R R

ρ=
ρ

,  (19)

где R* — радиус звезды; 
ρc и ρ* — плотности планеты и звезды соответ-
ственно.

Считая, что плотности планеты ρc и звезды 
ρ* примерно равны, и учитывая, что ρc и ρ* вхо-
дят в уравнение (19) под знаком кубического 
корня, можно считать, что отношение rH/Rc 

Зависимость плотности газовой оболочки планеты от безразмерного расстояния / cx r R=   
при различных значениях параметров a и b. Красные кривые — a = 30, зеленые — a = 10, 

синие — a = 3,5, сплошные кривые — b = 1, штриховые — b = 0,036, штрихпунктирные —  
b = 0,002. Серая пунктирная кривая — расчет по барометрической формуле (15), серая 
штриховая кривая — расчет по формуле (10), вертикальная черная штриховая линия — 

безразмерный радиус Хилла для системы Юпитер и Солнце (18)
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определяется только отношением D/R*, т. е.  
значение rH/Rc является фиксированным для 
заданного положения планеты и не зависящим 
от параметров a и b. 

На рисунке вертикальной черной штриховой 
линией показан безразмерный радиус Хилла (19) 
для системы Юпитер и Солнце (rH/Rc ≈ 1,06 ‧ 103). 
Из рисунка следует, что для параметров a и b, 
характерных для протоюпитера, внутри радиуса 
Хилла наблюдаются все три предельных случая 
зависимости плотности газовой оболочки, соот-
ветствующих барометрической формуле (3), 
выходу на плато (асиптотика (16)) и обратной 
степенной зависимости (10). 

Для Земли (rH/Rc ≈ 0,21‧103) и Юпитера, для 
которых параметр a очень большой (744 и 3886 
соответственно), а плотность ρ0 мала, плотность 
газовой оболочки ρ в области плато (в соответ-
ствии с формулой (15)) чрезвычайно мала, и рас-
стояние, начиная с которого следует учитывать 
самогравитацию, становится значительно больше 
радиуса Хилла. Поэтому для этих планет на всех 
разумных расстояниях (меньших радиуса Хилла) 
справедливы формулы (3) и (15). 

Без сомнения, ситуация, подобная протоюпи-
теру, возможна и для других планетных систем.

Заключение 
В настоящей работе численно получено еди-

ное решение уравнений для плотности газовой 
оболочки планеты для всего пространства, в 
котором преобладает гравитационное влияние 
планеты, — в диапазоне расстояний от поверх-
ности планеты до радиуса Хилла, и впервые 
проведен анализ полученного решения методом 
подобия. Вблизи планеты решение совпадает с 
классической барометрической формулой, на 
промежуточных расстояниях — с барометри-
ческой формулой, учитывающей зависимость 
ускорения свободного падения от расстояния до 
планеты, на больших расстояниях — с зависи-

мостью плотности для сингулярной изотерми-
ческой газовой сферы, обусловленной самогра-
витацией.

Полученные результаты могут быть полезны 
как для преподавателей физики высших учебных 
заведений, так и для научных сотрудников, зани-
мающихся астрофизикой.
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Summary
Purpose: Theoretical study of gas density distribution around the planet given self-gravity. Methods: Proposed 
in this paper equations for the planet gaseous envelope density with corresponding boundary conditions are 
solved analytically and numerically by Runge-Kutta method. Results: For the first time, the analysis of 
numerical solution of equations for all the space where the planet gravitational influence prevails - in the 
distance range from the planet surface till Hill radius - has been pursued using similarity method. Near the 
planet, the solution coincides with classical barometric formula, at intermediary distances, - with barometric 
formula which takes into consideration the dependence of free fall acceleration from the distance till the planet, 
at large distances, - with the dependence of density for singular isothermal gas sphere due to self-gravity. 
Practical significance: On the basis of the solution obtained, the unified picture of the planet gaseous envelope 
density distribution was analyzed. The results presented in the paper can be useful both for university physics 
professors and for the researchers involved in astrophysics.

Keywords: The planet gaseous environment, self-gravity, barometric formula, Poisson equation, gas density 
in gaseous accumulations, Hill radius. 
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