
Введение

Одной из важнейших задач в теории связи яв-
ляется поиск сигналов с наилучшими автокорре-
ляционными свойствами, чему посвящены рабо-
ты [1–4] .

В задачах передачи информационных сообще-
ний по узкополосным каналам связи при наличии 

шума также существует много проблем, одной из 
которых является межсимвольная интерференция, 
возникающая вследствие взаимного влияния гар-
моник смежных символов и выбора ортогональ-
ного базиса на бесконечном интервале . Ликвиди-
ровать межсимвольную интерференцию можно 
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Аннотация. Рассмотрена задача синтеза ортогонального базиса для передачи информационных со-
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гонального базиса на конечном временном интервале для эффективной цифровой обработки сигна-
лов с ограниченным спектром, которая направлена на увеличение пропускной способности цифровых 
каналов связи. Для достижения цели использованы матричный метод синтеза и анализа сигналов, 
программа в среде MATLAB и другие инновационные подходы. Методы: теоретический анализ и ком-
пьютерное моделирование. Результаты: подтверждают высокий потенциал применения ортого-
нального базиса на конечном временном интервале для синтеза и анализа сигналов с ограниченным 
спектром. Практическая значимость: заключается в улучшении качества передачи сигналов, осо-
бенно в условиях ограниченной полосы пропускания каналов связи, что способствует созданию более 
эффективных и надежных систем связи. Обсуждение: высказываются рекомендации по дальнейше-
му совершенствованию предложенного базиса, освещаются вопросы, требующие дальнейших иссле-
дований и разработок. Исследование имеет важное значение для развития телекоммуникационных 
технологий на железнодорожном транспорте.
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путем синтеза сигналов специального типа, чему 
посвящены работы [5–7] .

Данные вопросы объединяет общая проблема 
повышения скорости и помехоустойчивости вы-
бранных сигналов и методы их синтеза и анализа . 
Долгие годы в теории связи использовался базис 
ортогональных тригонометрических функций, за-
тем был предложен базис Котельникова — Шен-
нона, или функция отсчетов Котельникова вида 
sinc(x) = sin(x) / x . С 2009 года появляются работы 
[7–11], в которых исследуются конечномерные ба-
зисы типа Вейля — Гейзенберга .

В то же время все современные разработки, 
использующие такие виды модуляции, как орто-
гональная частотная модуляция OFDM, много-
уровневая квадратурная модуляция QAM и т . д . 
опираются на более ранние исследования [12–16] . 
Поэтому неудивительно, что появились мысли о 
конечномерных базисах, то есть базисах функций 
на ограниченном интервале времени, но спектр ко-
торых так же ограничен, как и у функции отсче-
тов Котельникова . Хорошо известно, что функция 
отсчетов представлена на бесконечном временном 
интервале, и ограничение ряда Котельникова не-
которым числом членов на заданном интервале 
времени приводит к ошибкам восстановления сиг-
нала . Отсюда часто делался вывод, что полное вос-
становление сигнала с ограниченным спектром за 
конечное время в принципе невозможно .

В соответствии с теоремой отсчетов Котель-
никова непрерывная функция S(t) со спектром, 
ограниченным сверху частотой f, может быть пол-
ностью восстановлена по своим равномерным от-
счетам, выполненным с интервалом 1/ 2 fτ = :
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где  A — вектор отсчетов (амплитуд); 
γ(f, t, k) — базисная функция; 
f — верхняя граничная частота в спектре 
функции S(t); 
k — индекс текущего отсчета; 
n — размерность вектора отсчетов .

На рис . 1 представлен график двух функций от-

счетов вида sin 2 .
2
kc f t
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Функция (1) решает задачу аппроксимации уз-
ловых точек вектора А непрерывным функцио-
налом, состоящим из суммы финитных функций 
вида sin(x)/x, смещенных для каждого значения 
вектора А на произведение индекса этого вектора 
на постоянный интервал, равный половине пери-
ода наивысшей частоты в спектре формируемой 
непрерывной функции . Таким образом, формиру-
емая функция имеет ограниченный спектр и точ-
но проходит через каждое текущее значение этого 
вектора . Спектр формируемой непрерывной функ-
ции S(t) соответствует спектру базисной функции . 
На рис . 2 представлена аппроксимация вектора, 
сформированного из 13-позиционного кода Барке-
ра, в котором нули заменены на значения «–1» .

Поставим задачу восстановления вектора от-
счетов А по значениям непрерывной функции 
S(t), для этого необходимо осуществить сверт-
ку сигнала S(t) с импульсной характеристикой 
идеального фильтра низких частот (ФНЧ) вида 
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Рис. 1. Функция sinc(x)  
при f = 1600 Гц, T = 5/f, k1 = 4,5 и k2 = 5,5
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Подставим в (2) выражение S(t) из (1), тогда полу-
чим:
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В выражении (3) индекс j соответствует индек-
су информационного вектора А, индекс k — сме-
щению импульсной характеристики идеального 
фильтра низких частот при фильтрации принятого 
непрерывного сигнала с целью поиска амплитуд 
принятого вектора Av .

В соответствии с правилами порядок интегри-
рования и суммирования можно изменить, тогда 
получим:
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В выражении (4) интеграл представляет собой 
корреляционную матрицу, в которой при условии 
ортогональности данного базиса все элементы 
должны быть равны нулю, кроме тех случаев, ког-
да индексы j и k равны . Но дело в том, что базис 
Котельникова ортогонален только на бесконечном 
интервале времени, а в практических случаях он 
сильно ограничен, в результате ортогональность 
на малом интервале нарушается в связи с сильно 
ограниченным числом элементов ряда Котельни-

кова . Проверим, как влияет это ограничение числа 
элементов ряда Котельникова на точность восста-
новления переданного вектора .

Пусть на интервале времени T = (m + 1)/(2f) нам 
необходимо передать независимо m = 10 информа-
ционных точек . Примем для определенности верх-
нюю граничную частоту в спектре сигнала равной 
fv = 3000 Гц . На рис . 3 приведены все 10 базисных 
функций для данного примера .

Из анализа рис . 3 можно заметить, что первая и 
последняя базисные функции не могут точно опи-
сать принятый сигнал, поскольку их первые боко-
вые всплески не имеют симметричного описания 
относительно центрального максимума, поэтому 
их, возможно, следует исключить из базиса .

Обозначим ковариационную матрицу для ука-
занных условий
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и вычислим ее, оформив в виде табл . 1 .
Анализируя данную матрицу, можно заметить, 

что она далека от ортогональности: на главной диа-
гонали не стоят единицы, то есть отсчеты переданно-
го вектора восстановлены с ошибками . Кроме того, 
первое и последнее число на главной диагонали 
сильно отличаются от единицы, поэтому первую и 
последнюю базисные функции необходимо исклю-
чить из базиса . В этом случае точно восстановить 
можно будет не все 10 отсчетов информационного 
вектора, а только 8, что и показано на рис . 4 .

Рис. 2. Вектор А и непрерывная функция, аппроксимирующая значения этого вектора
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После исключения первой и последней точек 
получим ковариационную матрицу в виде табл . 2 .

Анализируя табл . 2, можно заметить, что точ-
ность восстановления сигнала заметно повыси-
лась: значения на главной диагонали приблизились 

к единице, а остальные значения заметно умень-
шились, но поскольку матрица не единичная, то 
ортогональность базиса не обеспечивается .

На рис . 4 также приведены базисные функции 
с удвоенной верхней граничной частотой (голубая 

Рис. 3. Базисные функции

Таблица 1
Ковариационная матрица 10 отсчетов информационного вектора

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0,9657 0,0404 –0,0336 0,0297 –0,0271 0,0255 –0,0245 0,0241 –0,0244 0,0262
2 0,0404 0,9891 0,0269 –0,0243 0,0227 –0,0217 0,0213 –0,0213 0,0221 –0,0244
3 –0,0336 0,0269 0,9968 0,0217 –0,0206 –0,0200 –0,0199 0,0202 –0,0213 0,0241
4 0,0297 –0,0243 0,0217 1,0001 0,0195 –0,0191 0,0192 –0,0199 0,0213 –0,0245
5 –0,0271 0,0227 –0,0206 0,0195 1,0015 0,0188 –0,0191 0,0200 –0,0217 0,0255
6 0,0255 –0,0217 0,0200 –0,0191 0,0188 1,0015 0,0195 –0,0206 0,0227 –0,0271
7 –0,0245 0,0213 –0,0199 0,0192 –0,0191 0,0195 1,0001 0,0217 –0,0243 0,0297
8 0,0241 –0,0213 0,0202 –0,0199 0,0200 –0,0206 0,0217 0,9968 0,0269 –0,0336
9 –0,0244 0,0221 –0,0213 0,0213 –0,0217 0,0227 –0,0243 0,0269 0,9891 0,0404

Рис. 4. 8 базисных функций (пунктирные линии), которые могут достаточно точно воспроизвести переданный вектор
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и красная линии) . Первая и вторая базисные функ-
ции (пунктирные линии) пересекаются в момент 
времени, соответствующий точке пересечения 
голубой и красной базисных функций (которые в 
этот момент времени принимают значение, равное 
нулю, и которые используются в качестве импульс-
ных характеристик идеального ФНЧ при приеме 
сигнала) . В этот момент времени первая и вторая 
базисные функции принимают значение 0,64, что 
в сумме даст значение 1,28 . Если обе эти базисные 
функции будут передавать информацию о том, что 
первая и вторая информационные точки входного 
вектора равны 1, то значение между ними, рав-
ное 1,28, будет не сильно изменять спектр синте-
зируемого сигнала, то есть первая и вторая базис-
ные функции, имея каждая верхнюю граничную 
частоту спектра равной fv, обеспечивают верхнюю 
граничную частоту их суммы также равной fv . По-
этому спектр синтезируемого сигнала в процессе 
выполнения операции (1) остается ограниченным 
частотой fv .

Вместе с тем на приемной стороне в процессе 
восстановления переданного вектора применение 
в формуле (4) в качестве импульсной характери-
стики идеального фильтра низких частот функции 
отсчетов, использованной в формуле (1), приводит 
к неточному восстановлению переданного вектора 
за счет того, что отсчеты, формируемые базисны-
ми функциями (1), являются коррелированными в 
точке пересечения этих базисных функций, что и 
приводит к результату, отображенному в ковариа-
ционной матрице (табл . 1) .

Если же при восстановлении сигнала на прием-
ной стороне в качестве импульсной характеристи-

ки идеального фильтра низких частот в формуле 
(4) использовать базисные функции с удвоенной 
верхней граничной частотой, то ошибок восста-
новления можно избежать . В этом случае формула 
(4) преобразуется к виду:
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а ковариационная матрица примет вид:
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Расчеты этой ковариационной матрицы дают 
значения, приведенные в табл . 3 .

Анализируя табл . 3 и сравнивая ее значения с 
табл . 2, можно заметить, что точность восстанов-
ления значительно повысилась, но полной ортого-
нальности нет, поскольку ковариационная матрица 
не является единичной .

Основной причиной данных результатов яв-
ляется то, что выбранный базис в виде функции 
sinc(x) не является ортогональным на малом ин-
тервале времени . Таким образом, задача состоит в 
том, чтобы найти такой базис, который будет орто-
гональным на заданном, достаточно малом, интер-
вале времени, и при этом спектр базисных функ-
ций должен располагаться не выше частоты fv .

Таблица 2
Ковариационная матрица 8 отсчетов информационного вектора

1 2 3 4 5 6 7 8
1 0,9693 0,0263 –0,0238 0,0222 –0,0213 0,0208 –0,0209 0,0217
2 0,0263 0,9796 0,0213 –0,0202 0,0196 –0,0195 0,0198 –0,0209
3 –0,0238 0,0213 0,9801 0,0191 –0,0188 0,0189 –0,0195 0,0208
4 0,0222 –0,0202 0,0191 0,9815 0,0184 –0,0188 0,0196 –0,0213
5 –0,0213 0,0196 –0,0188 0,0184 0,9815 0,0191 –0,0202 0,0222
6 0,0208 –0,0195 0,0189 –0,0188 0,0191 0,9801 0,0213 –0,0238
7 –0,0209 0,0198 –0,0195 0,0196 –0,0202 0,0213 0,9769 0,0263
8 0,0217 –0,0209 0,0208 –0,0213 0,0222 –0,0238 0,0263 0,9693
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Постановка задачи

Предполагается, что информация в канал связи 
будет передаваться сигнальными конструкциями, 
заданными на некотором интервале, причем кон-
струкции, расположенные в смежных интервалах, 
не должны оказывать взаимного влияния, а элемен-
ты, используемые внутри интервалов, должны быть 
строго ортогональными .

Необходимо найти такую базисную функцию, ко-
торая в области центрального пика будет вести себя 
аналогично функции sinc(x), иметь ограниченный 
спектр, но при этом на краях выбранного интервала 
времени Т она должна быть тождественно равной 
нулю . Возможным решением данной задачи может 
являться поэлементное произведение функции sinc(x), 
пик которой сдвинут на середину временного интер-
вала Т и косинуса, половина периода которого равна 
интервалу Т, и который сдвинут по фазе на половину 
длительности интервала Т . Тогда функция примет вид:

  ( ), , sinc 2 cos . 
2 2
T Tf t k f t t

T
   π    γ = π − −            

  (6)

На рис . 5 точками показана функция sinc(x), 
а сплошной линией — функция (6) .

Для дальнейшего использования предлагаемой 
функции необходимо перейти к дискретным отсчетам . 
Зададимся частотой дискретизации, равной 60 000 Гц, 
что в 20 раз превышает верхнюю граничную частоту 
выбранного диапазона fv = 3000 Гц . В указанном слу-
чае общее число дискретных точек составит n = 110 .

 

( ), , , sinc 2
2

cos ,
2

i Ti Fd t k f
Fd

i T
T Fd

  γ = π − ×    
 π  × −    

 (7)

Теперь первая базисная функция с нулевым 
сдвигом может быть получена путем циклическо-
го сдвига функции (7) на половину периода Т . На 
рис . 6 приведен результат циклического сдвига .

На рис . 7 пунктиром приведены 8 базисных функ-
ций, полученных в результате циклического сдвига 
функции (7), и первые базисные функции, использу-
емые для восстановления информационного вектора .

Таблица 3
Ковариационная матрица 8 отсчетов информационного вектора 

 с удвоенной верхней граничной частотой

1 2 3 4 5 6 7 8
1 0,9991 5,1259e-04 –3,4597e-04 2,5192e-04 –1,8894e-04 1,3839e-04 –8,5432e-05 3,4868e-17
2 –5,1259e-04 1,0003 –1,7935e-04 1,2159e-04 –8,1057e-05 4,4837e-05 5,5511e-17 –8,5432e-05
3 –3,4597e-04 1,7935e-04 0,9999 6,3821e-05 –3,1911e-05 1,6653e-17 4,4837e-05 –1,3839e-04
4 –2,5192e-04 1,2159e-04 –6,3821e-05 1,0000 9,9920e-17 –3,1911e-05 8,1057e-05 –1,8894e-04
5 –1,8894e-04 8,1057e-05 –3,1911e-05 2,2204e-17 1,0000 –6,3821e-05 1,2159e-04 –2,5192e-04
6 –1,3839e-04 4,4837e-05 8,0491e-17 –3,1911e-05 6,3821e-04 0,9999 1,7935e-04 –3,4597e-04
7 –8,5432e-05 8,8124e-17 4,4837e-05 –8,1057e-05 1,2159e-04 1,7935e-04 1,0003 –5,1259e-04
8 3,5388e-17 –8,5432e-05 1,3839e-04 –1,8894e-04 2,5192e-04 –3,4597e-04 5,1259e-04 0,9991

Рис. 5. Модифицированная функция отсчетов и функция sinc(x)
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В табл . 4 приведена ковариационная матрица 
базисов синтеза и анализа сигнала, обладающе-
го ограниченным спектром на заданном интер-
вале времени . С вычислительной точки зрения 
эту матрицу уже можно считать единичной: на 
главной диагонали стоят единицы, а все осталь-
ные элементы близки к нулю, причем элементы 
главной диагонали с высокой точностью равны 
единице .

Построение сигналов на основе 
предложенного базиса

На рис . 8 приведен текст программы для среды 
MATLAB, которая демонстрирует процессы гене-
рации ортогонального базиса и использования его 
для синтеза сигнала в заданном компакте по вре-
мени и занимаемой полосе частот . Текст програм-
мы дополнен нумерацией строк для пояснения 
производимых действий .

Рис. 6. Синтезированная периодическая базисная функция (сплошная линия) и функция sinc(x)

Рис. 7. Семейство аппроксимирующих базисных функций 
и базисные функции для восстановления информационного вектора

Таблица 4
Ковариационная матрица итоговых базисных матриц

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1,0000 2,1980e-05 4,4870e-05 4,4751e-05 1,5276e-04 4,3793e-04 4,3793e-04 1,5276e-04
2 2,1980e-05 1,0000 2,1980e-05 4,4870e-05 4,4751e-05 1,5276e-04 4,3793e-04 4,3793e-04
3 4,4870e-05 2,1980e-05 1,0000 2,1980e-05 4,4870e-05 4,4751e-05 1,5276e-04 4,3793e-04
4 4,4751e-05 4,4870e-05 2,1980e-05 1,0000 2,1980e-05 4,4870e-05 4,4751e-05 1,5276e-04
5 1,5276e-04 4,4751e-05 4,4870e-05 2,1980e-05 1,0000 2,1980e-05 4,4870e-05 4,4751e-05
6 4,3793e-04 1,5276e-04 4,4751e-05 4,4870e-05 2,1980e-05 1,0000 2,1980e-05 4,4870e-05
7 4,3793e-04 4,3793e-04 1,5276e-04 4,4751e-05 4,4870e-05 2,1980e-05 1,000 2,1980e-05
8 1,5276e-04 4,3793e-04 4,3793e-04 1,5276e-04 4,4751e-05 4,4870e-05 2,1980e-05 1,0000
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Идентификаторы основных расчетных векто-
ров и матриц:

−	 А — входной информационный вектор-
строка, представленный 13-позиционным кодом 
Баркера (рис . 2), в котором значение «0» заменено 
на «–1»;

−	 B — порождающий вектор для формирова-
ния базиса синтеза Ba (модуляция);

−	 B2 — порождающий вектор для формирова-
ния базиса анализа B2 (демодуляция);

−	 W — корреляционная матрица базиса синтеза;
−	 W2 — ковариационная матрица матриц син-

теза и анализа;
−	 Sig — вектор-строка сформированного сиг-

нала для передачи в канал;

−	 Av — восстановленный информационный 
вектор .

В строке 10 приведены основные матричные 
операции синтеза сигнала Sig и восстановления 
информационного вектора Av .

В строках 11–20 приведены процедуры выво-
да результатов расчета . Вариант таких результатов 
представлен на рис . 9 . На рис . 9, а приведен синте-
зированный сигнал (сплошная линия), знаком «+» 
отображен переданный вектор, знаком «о» — при-
нятый вектор . На рис . 9, б показан фазовый спектр 
синтезированного сигнала, а на рис . 9, в — ком-
плексные числа энергетического спектра на оси 
частот в кГц .

Рис. 8. Программа математического моделирования ортогонального базиса  
и процессов синтеза и анализа сигналов для узкополосного канала связи

   а     б     в
Рис. 9. Основные результаты расчета: а — сформированный сигнал, информационный вектор А  

и восстановленный вектор Av; б — комплексные спектральные числа вектора Sig на фазовой плоскости;  
в — действительные и мнимые компоненты энергетического спектра сигнала
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Заключение
1 . Моделирование процессов передачи различ-

ных сигналов в заданной полосе с использованием 
описанных базисов привело авторов к утвержде-
нию, что при отсутствии шума полностью и без-
ошибочно восстановить финитный сигнал в огра-
ниченный промежуток времени все-таки можно . 
Но это возможно только в том случае, если орто-
гональный базис построен именно для этого ин-
тервала времени и если количество передаваемых 
информационных отсчетов соответствует числу 
ортогональных функций, синтезированных для 
этого интервала времени .

2 . Основные неудачи многих исследователей в 
восстановлении сигнала с ограниченным спектром 
при использовании функции отсчетов состояли в 
том, что они использовали в качестве импульсной 
характеристики идеального фильтра низких ча-
стот ту же функцию отсчетов, с помощью которой 

синтезировался сигнал (1) . Вместе с тем для суще-
ственного повышения точности восстановления 
сигнала, синтезированного по формуле (1), необхо-
димо использовать базисную функцию с удвоенной 
верхней частотой (5) .

3 . Для полного восстановления финитной функ-
ции за ограниченное время при отсутствии шумов 
необходимо использовать и для синтеза, и для ана-
лиза базисные функции, специально синтезиро-
ванные для заданного временного интервала, при 
этом общее число независимо передаваемых от-
счетов должно соответствовать, но не превышать 
общего числа ортогональных базисных функций, 
синтезированных для этого временного интервала .

4 . В данном исследовании не рассмотрен очень 
важный вопрос о возможных методах синхрониза-
ции шкал времени при синтезе и анализе сигнала 
в процессах его передачи и приема . Этот вопрос 
требует изложения в отдельной статье .
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