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Аннотация. С расширением сфер применения беспилотных летательных аппаратов достоверное 
прогнозирование их поведения на этапе проектирования становится все более актуальной задачей. 
Решить ее возможно с  использованием соответствующих методов моделирования. Цель: выявить 
и сравнить методы, применяемые в моделировании полетных характеристик беспилотных летатель-
ных аппаратов. Результаты: рассмотрена модель пространственного движения с шестью степеня-
ми свободы (6DoF, Six Degrees of Freedom), проведено сравнение основных методов, используемых для 
моделирования полетных характеристик (метода Эйлера, классического метода Рунге — Кутты чет-
вертого порядка и адаптивной схемы Рунге — Кутты — Фельберга), проанализированы алгоритмы 
планирования маршрута (A*, RRT*, генетический алгоритм и метод роя частиц). Установлено, что 
для большинства исследовательских задач метод Рунге — Кутты четвертого порядка оказывается 
разумным компромиссом по точности и вычислительной стоимости, тогда как на режимах с разно-
масштабной динамикой предпочтительны адаптивные схемы. Сформулированы рекомендации по под-
бору метода в зависимости от класса задачи и допустимой погрешности. Практическая значимость: 
результаты работы применимы при создании программных средств моделирования полета и выборе 
вычислительного ядра для конкретного класса беспилотных летательных аппаратов.

Ключевые слова: математическое моделирование, численные методы, беспилотный летательный  
аппарат, БПЛА, моделирование полета, метод Рунге — Кутты, оптимизация траектории, алго-
ритм A*, метод роя частиц
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Введение
За последние десять лет беспилотные летатель-

ные аппараты (БПЛА) прошли путь из преимуще-
ственно военной техники в массовый гражданский 
инструмент: аэрофотосъемка полей, осмотр линий 

электропередачи и трубопроводов, доставка неболь-
ших грузов в труднодоступные районы, мониторинг 
состояния инфраструктуры. На стадии проекти-
рования нового аппарата инженер должен заранее 
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оценить его аэродинамические свойства, устойчи-
вость и реакцию на управляющие воздействия: на-
турные летные испытания стоят дорого, занимают 
время и связаны с риском потерять прототип [1, 2].

Цифровая модель дает возможность воспроизве-
сти полет на настольном компьютере, меняя массу 
и  геометрию аппарата, атмосферные условия, на-
стройки регулятора, без того, чтобы физически стро-
ить каждую итерацию прототипа. Задача при этом 
разбивается на несколько взаимосвязанных блоков: 
уравнения движения, схема их численного интегри-
рования, синтез контура управления и планирование 
маршрута [3]. Для каждого из них существует свое 
семейство алгоритмов, и подбор конкретных в зна-
чительной мере определяется требованиями по точ-
ности и скорости конкретной задачи.

Спектр доступных решений охватывает как про-
стые линейные аналитические приближения, опи-
сывающие малые отклонения от установившегося 
режима, так и полные нелинейные схемы, воспроиз-
водящие штопор, сваливание и турбулентные поры-
вы [4, 5]. Имеющиеся обзоры [2, 6] зафиксировали 
состояние области на момент их выхода, но стреми-
тельное развитие вычислительной базы и появление 
новых адаптивных алгоритмов делают повторное 
сравнительное рассмотрение оправданным.

Цель статьи — выявить и  сравнить методы, 
применяемые в  моделировании полетных харак-
теристик беспилотных летательных аппаратов, 
что позволило бы определить ключевые подходы 
к воспроизведению летных характеристик БПЛА. 
В исследовании, помимо формулировки уравне-
ний динамики, приведены их численное решение 
и алгоритмы построения оптимального маршрута.

Математические модели динамики  
полета БПЛА

Пространственное движение БПЛА описывает-
ся в рамках классической механики твердого тела 
двумя векторными уравнениями для поступатель-
ного и  вращательного движения [1]. При  форма-
лизации вводят две системы координат: земную 
инерциальную NED (North, East, Down, «север, 
восток, вниз») и связанную систему, жестко при-
крепленную к корпусу аппарата [3].

Взаимная ориентация связанной и  земной си-
стем задается тремя углами Эйлера: угол крена φ 
отвечает за вращение вокруг продольной оси, угол 
тангажа θ — за отклонение носа выше или ниже 
горизонта, угол рыскания ψ — за поворот в гори-
зонтальной плоскости. Перевод вектора между 
системами делается умножением на матрицу на-
правляющих косинусов 3 × 3, элементы которой — 
тригонометрические функции этих углов [3, 6]. 
При θ  =  ±90° матрица вырождается (так называ-
емый карданный замок); обойти это вырождение 
позволяет кватернионное описание ориентации.

Поступательное движение центра масс БПЛА 
описывается в проекциях на оси связанной систе-
мы координат следующим векторным уравнени-
ем [1, 5]:

	
m V F� �ωdV

dt
� �� � �
� �

,	 (1)

где m — масса аппарата; 
	 V — вектор линейной скорости в связанной си-

стеме координат; 
	 ω — вектор угловой скорости; 
	 F — суммарный вектор действующих сил (аэро-

динамических, гравитационных и тяговых).
Вращение аппарата описывается уравнением 

моментов:
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где I — тензор инерции аппарата (симметричная 
матрица 3 × 3); 

	 M — результирующий момент относительно 
центра масс, складывающийся из аэродина-
мического момента, момента тяги двигателей 
и  моментов от отклонения рулевых поверхно-
стей [1, 5].
Аэродинамические нагрузки вычисляют через 

безразмерные коэффициенты, которые зависят 
от угла атаки α, угла скольжения β, чисел Маха 
и  Рейнольдса, а  также от текущих отклонений 
элеронов, руля высоты и руля направления. Подъ-
емная сила — произведение скоростного напора, 
площади крыла и коэффициента подъемной силы 
C_L, который при малых углах атаки линеен по 
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α. Лобовое сопротивление складывается из про-
фильной составляющей C_{D0} и  индуктивной 
добавки, пропорциональной квадрату C_L [3, 7]. 
Сами зависимости коэффициентов от параме-
тров режима получают экспериментально в  про-
дувках в  аэродинамической трубе либо числен-
но, средствами вычислительной гидродинамики 
(computational fluid dynamics, CFD); в  расчетные 
модели их подставляют как таблицы или как по-
линомиальные аппроксимации [7].

Шесть уравнений поступательного и  враща-
тельного движения вместе с  кинематикой углов 
Эйлера складываются в  модель с  шестью степе-
нями свободы (6DoF, Six Degrees of Freedom): три 
линейные скорости (u, v, w), три угловые скорости 
(p, q, r), координаты центра масс (x, y, z) и углы (φ, 
θ, ψ). Итого 12 обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ) первого порядка [1, 5]. Линеари-
зуя систему в окрестности прямолинейного гори-
зонтального полета, ее разложение по собствен-
ным модам дает быструю короткопериодическую 
моду и медленную фугоиду в продольном канале 
плюс голландский шаг и спиральную моду — в бо-
ковом [3, 8].

Численные методы интегрирования 
уравнений движения

Замкнутого аналитического решения систе-
ма (1)–(2) не имеет: аэродинамические коэффи-
циенты входят в  правые части как нелинейные 
функции углов α, β и числа Маха, а управляющие 
отклонения меняются во времени по закону, за-
даваемому регулятором. Траектория получается 
численным интегрированием с  фиксированным 
или переменным шагом h. Критерий выбора схе-
мы двоякий: шаг должен быть достаточно мел-
ким, чтобы погрешность за время моделирования 
не накопилась до величины, сравнимой с харак-
терными амплитудами переходного процесса, 
и  одновременно достаточно крупным, чтобы 
общее число обращений к правой части не выхо-
дило за вычислительный бюджет бортового или 
настольного контроллера [4].

Явная схема Эйлера — простейшая из одно-
шаговых методов: значение вектора состояния на 

шаге n + 1 получается одной подстановкой правой 
части в текущей точке [4, 9]:

	 yn+1 = yn + h × f (tn, yn),

где h — шаг интегрирования. 
Разложение точного решения в  ряд Тейлора 

показывает, что локальная ошибка усечения эйле-
ровой схемы имеет порядок O(h²), глобальная — 
O(h). Для динамики БПЛА это означает, что на 
прямолинейном крейсерском участке схема еще 
приемлема: отклонение от эталона после минуты 
полета остается на уровне единиц метров, но на 
участке с  активным маневром, где правая часть 
системы быстро меняется, тот же шаг приводит 
к  накоплению отклонения до десятков метров за 
несколько десятков секунд, и для содержательной 
симуляции схема уже непригодна.

Существенно больший запас точности при 
умеренных затратах дает классическая схема Рун-
ге — Кутты четвертого порядка (Runge — Kutta 4th 
order, RK4). На каждом шаге правая часть вычис-
ляется четырежды: в начале отрезка, дважды в его 
середине с разными оценками промежуточного со-
стояния и в конце [9]:

	 � �
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Итоговое приращение составляется как взве-
шенная сумма четырех оценок с весами 1 : 2 : 2 : 1, 
нормированными на шесть:

	
y y k k k k� � � � �1 1 2 3 4( 2 2 )

6n n
h

� .

Локальная ошибка усечения RK4 имеет порядок 
O(h⁵), глобальная — O(h⁴), то есть при одинаковом 
шаге h погрешность оказывается на четыре поряд-
ка меньше эйлеровой. При этом вычислительная 
стоимость одного шага возрастает лишь вчетверо, 
что делает RK4 выгодной схемой во всем диапа-
зоне крейсерских режимов [9, 10]. Слабое место 
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фиксированного шага проявляется на двух край-
них режимах: на установившемся горизонтальном 
полете заданный заранее h оказывается избыточно 
мелким и ведет к неоправданному числу обраще-
ний к правой части, а на резких маневрах, напро-
тив, недостаточен: интегратор не успевает отсле-
дить быстро меняющиеся переменные без роста 
погрешности.

Когда фиксированная сетка становится огра-
ничением, применяют вложенные пары Рунге — 
Кутты. В работе используется схема Фельберга 
RKF45 (Runge — Kutta — Fehlberg): на каждом 
шаге она одновременно дает две оценки прираще-
ния (четвертого и пятого порядков), а их разность 
трактуется как апостериорная оценка локальной 
ошибки [9]. Следующий шаг пересчитывается по 
правилу h_new = h × s × (tol/err)^(1/5) с эмпириче-
ским коэффициентом запаса s = 0,9; рост и умень-
шение шага ограничены интервалом [h/10; 5h], что 
предохраняет от выхода за пределы устойчивости 
при резких возмущениях. В автономном сравни-
тельном эксперименте на типовых задачах БПЛА 
самолетного типа такая схема при tol = 10−6 сохра-
няет порядок погрешности, сопоставимый с клас-
сическим RK4 при шаге 0,01 с., но достигает его за 
существенно меньшее число обращений к правой 
части, укрупняя шаг там, где динамика позволяет.

Сопоставление трех схем сведено в  таблице. 
В практике моделирования БПЛА самолетного 
типа RK4 служит рабочей лошадкой: его детер-
минированная вычислительная нагрузка удобна 
для бортовых систем реального времени, а  при 
шаге 0,01 с. обеспечиваемая точность достаточна 
для задач проектирования контуров стабилиза-
ции и расчета траекторий [10]. Адаптивные схе-
мы типа RKF45 берут на себя режимы, в которых 
характерное время процесса меняется на порядок 

и  более: штопор, восстановление после срыва, 
жесткая посадка.

Алгоритмы оптимизации траектории полета
Планирование маршрута формализуется как за-

дача нахождения последовательности простран-
ственных точек {x_k}, минимизирующей функцио
нал потерь J(x1, …, x_N) при ограничениях типа 
неравенств (зоны запрета полета, максимальная 
перегрузка, допустимый угол крена) и концевых ус-
ловиях в стартовой и финишной точках. В качестве 
функционала обычно выступают длина пути, время 
прохождения или расход энергии на борту [11].

Для дискретизированного пространства эффек-
тивен поиск A*: он обходит узлы графа в порядке, 
определяемом оценочной функцией [12]:

	 f (n) = g(n) + h(n),

где g(n) — фактическая стоимость перехода из 
стартового узла к узлу n; 

	 h(n) — эвристическая нижняя оценка оставше-
гося пути от n до цели.
При выполнении условия допустимости (h(n) 

не превосходит истинного расстояния от n до цели) 
поиск завершается на оптимальном решении [12]. 
Ограничение на практике связано с  плотностью 
сетки: при кубической дискретизации рабочей 
зоны число узлов растет как O(L3/Δ3), где Δ — шаг 
сетки, и для трехмерных задач планирования над 
пересеченной местностью это становится лимити-
рующим фактором.

Если пространство поиска непрерывно или 
имеет высокую размерность, перспективнее выбо-
рочные методы семейства RRT (Rapidly-exploring 
Random Tree). Идея такова: из стартовой точки 
выращивается дерево, каждая новая вершина вы-
бирается случайно из рабочей области и  затем 

Таблица
Сравнительная характеристика численных методов интегрирования

Метод Порядок точности Вычислений f на шаг Область применения

Метод Эйлера 1 1 Предварительная оценка, отладка моделей
Метод RK4 4 4 Основное моделирование, системы реального времени
Метод RKF45 
(адаптивный) 4–5 6 Маневры, переменная динамика полета
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подтягивается к  ближайшей вершине дерева на 
расстояние Δ. Базовый RRT быстро покрывает 
пространство, но найденный путь обычно неопти-
мален. Модификация RRT* после каждого добав-
ления вершины перепроверяет, не дает ли новый 
узел более короткого пути для уже присоединен-
ных соседей, и при необходимости переподключа-
ет ребра (rewiring). В пределе при n → ∞ такой путь 
асимптотически сходится к оптимальному [13, 14].

Метаэвристика генетического алгоритма (ГА) 
хорошо приспособлена к  негладким и  многоэк-
стремальным целевым функциям, характерным 
для задач облета с учетом ветровых полей. Траек-
тория кодируется в  виде хромосомы (вектора па-
раметров промежуточных точек): популяция из N 
особей эволюционирует в течение заданного чис-
ла поколений с операторами селекции (турнирной 
или пропорциональной), скрещивания (одноточеч-
ного, двухточечного или арифметического blend 
с  коэффициентом α) и  мутации с  вероятностью 
p_m. В разработанной реализации по умолчанию 
используются популяция из 100 особей, турнирная 
селекция с размером турнира 3, blend-скрещивание 
и вероятность мутации 0,1; сходимость отслежива-
ется по истории лучшей приспособленности, эли-
тизм сохраняет двух лучших особей между поко-
лениями [15].

Альтернатива биологического происхожде-
ния — метод роя частиц (particle swarm optimization, 
PSO). Каждая частица хранит собственную пози-
цию в пространстве параметров, скорость и персо-
нальный рекорд p_i. Рой в целом запоминает гло-
бальный рекорд g. На каждой итерации скорость 
частицы пересчитывается с  учетом инерции пре-
дыдущей скорости, направленного движения к p_i 
и направленного движения к g [16]:

	 vi = wvi + c1 r1 (pi – xi) + c2 r2 (g – xi),

где w — коэффициент инерции; 
	 c1 и c2 — когнитивный и социальный коэффици-

енты, задающие баланс между эксплуатацией 
личного опыта и коллективного; 

	 r1 и  r2 — равномерно распределенные случай-
ные числа на [0, 1], делающие поиск стохасти-
ческим.

В программной реализации применена линей-
но убывающая инерция (0,9 → 0,4 по итерациям), 
фиксированные c1 = c2 = 1,5 и ограничение скоро-
сти на уровне половины диапазона переменных, 
что препятствует выходу частиц за пределы рабо-
чей области. Для траекторий умеренной размерно-
сти (10–20 параметров) сходимость достигается за 
50–100 итераций при рое из 50 частиц [16].

Устойчивую работу показывает двухэтапная 
стратегия. Сначала планировщик (A* на регуляр-
ной сетке или RRT* в непрерывном пространстве) 
строит геометрически допустимый маршрут, об-
ходящий зоны запрета и статические препятствия. 
Полученная последовательность точек служит на-
чальным приближением для метаэвристики (ГА 
или PSO), которая уже с  учетом динамических 
ограничений БПЛА сглаживает траекторию, оп-
тимизирует ее по выбранному критерию (расход 
энергии, время полета) и  при необходимости до-
бавляет горизонтальные обходы ветровых зон. Та-
кое разделение сводит вычислительно затратную 
глобальную оптимизацию к локальной доработке 
уже осмысленного маршрута [11, 14].

Программные средства моделирования 
полета БПЛА

Инструментом, на протяжении многих лет 
удерживающим доминирующее положение, оста-
ется связка MATLAB/Simulink: пакеты Aerospace 
Blockset и Control System Toolbox предоставля-
ют готовые модели атмосферы, датчиков и типо-
вые звенья регуляторов, а графический редактор 
упрощает отладку многоконтурных схем [5, 8]. 
Недостатки тоже известны: закрытый формат 
и  стоимость коммерческой лицензии, не всегда 
подъемная для малых коллективов и  научных 
целей. Открытая альтернатива — Python: NumPy 
закрывает матричные операции, SciPy содержит 
готовые интеграторы и оптимизаторы, Matplotlib 
покрывает двумерную и  трехмерную визуали-
зацию. В одном из примеров разработанного 
программного комплекса [17] перечисленные 
схемы интегрирования (Euler, Improved Euler, 
RK2, RK4, RKF45) и  метаэвристики (ГА, PSO) 
реализованы как раздельные классы с  общим 
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интерфейсом, что дает возможность сопостав-
лять методы на одной и той же задаче при еди-
ных входных данных.

На стыке моделирования и  реальной эксплуа
тации работают открытые автопилотные стеки 
ArduPilot и PX4. Их режим SITL (Software-in-the-
Loop) запускает тот же исполняемый код, что и на 
борту, но с подменой аппаратных интерфейсов на 
сокеты, по которым данные состояния и управле-
ния передаются во внешний симулятор (Gazebo, 
jMAVSim, FlightGear). Наземные станции Mission 
Planner и  QGroundControl работают одинаково 
с  виртуальным и  реальным бортом по протоколу 
MAVLink, что позволяет переносить отлаженные 
в симуляции миссии без модификаций. Для иссле-
довательских задач это дает возможность автома-
тизированного сравнения телеметрии SITL с  ре-
зультатами работы собственной модели на одних 
и тех же входных сигналах.

Анализ методов моделирования
Изучение особенностей рассмотренных мето-

дов не ставит целью выбор «лучшего» подхода: 
его обнаружение зависит от конкретной задачи 
и поставленных критериев. Для бортовой реали-
зации, где вычислительный цикл должен укла-
дываться в  строго детерминированное время, 
разумным остается фиксированный шаг RK4, 
поскольку его стоимость заранее известна и  не 
зависит от текущего режима. В кабинетных ус-
ловиях, где требование реального времени от-
сутствует, удобнее адаптивный RKF45: он сам 
подстраивает шаг под текущую динамику, эконо-
мя вычисления на спокойных участках и укруп-
няя сетку там, где можно.

Конкретизируем выявленные закономерно-
сти. Отдача от повышения порядка интегратора 
быстро убывает: переход от Эйлера к RK2 сокра-
щает ошибку на два-три порядка, переход от RK2 
к RK4 — еще на три-четыре порядка, дальнейшее 
усложнение (формулы седьмого-восьмого поряд-
ков типа Дорманда — Принса) при сопоставимом 
шаге дает уже не пропорциональный прирост 
точности, а  кратно меньший, причем стоимость 
шага растет пропорционально числу обращений 

к  правой части. Адаптивные вложенные схемы 
выигрывают у схем с  фиксированным шагом на 
траекториях с разнородной динамикой, и этот вы-
игрыш измеряется десятками процентов по числу 
обращений к правой части. Плата за экономию — 
непредсказуемость длительности отдельного цик-
ла, ограничивающая применение адаптации в си-
стемах реального времени. Среди планировщиков 
маршрута A* и  стохастические метаэвристики 
(ГА, PSO) не заменяют друг друга: графовый по-
иск гарантирует оптимальность на дискретной 
сетке при допустимой эвристике, а метаэвристики 
работают там, где явная дискретизация невозмож-
на или ведет к «проклятию размерности» (платой 
за гибкость является отсутствие математической 
гарантии на конечном числе итераций).

Заключение
Сравнение методов, применяемых в  модели-

ровании полетных характеристик беспилотных 
летательных аппаратов, по вычислительной тру-
доемкости, точности и применимости к характер-
ным режимам полета позволяет систематизиро-
вать инструменты численного воспроизведения 
динамики БПЛА самолетного типа. Модель с ше-
стью степенями свободы (12 ОДУ для линейных 
скоростей, угловых скоростей, координат и углов 
Эйлера) остается стандартом «по умолчанию» 
для задач проектирования контура стабилизации 
и анализа устойчивости. Среди классических схем 
интегрирования метод RK4 при шаге порядка 
10−2 с. обеспечивает компромисс точности и пред-
сказуемой вычислительной нагрузки, приемлемый 
для большинства задач. Адаптивная схема Фель-
берга RKF45 оправдана там, где диапазон харак-
терных времен процесса превышает один порядок, 
прежде всего на маневрах с  резким изменением 
угла атаки или тяги.

В части оптимизации маршрута обоснована 
двухуровневая архитектура: графовый планиров-
щик (A* или RRT*) формирует геометрически до-
пустимое начальное приближение, метаэвристика 
(ГА или PSO) выполняет его энергетическую и ки-
нематическую доводку. Такое разделение снижает 
вычислительную сложность без потери качества 
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решения. Дальнейшие исследования могут быть 
направлены на разработку автоматического выбо-
ра пары «интегратор — планировщик» в  зависи-
мости от типа БПЛА и параметров полетного зада-

ния, а также интеграцию программного комплекса 
с открытыми автопилотными стеками через SITL 
для инструментальной проверки получаемых тра-
екторий на пилотажных моделях.
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Abstract. With the expansion of the scope of unmanned aerial vehicles, reliable forecasting of their behavior at 
the design stage is becoming an increasingly urgent task. This problem can be solved using appropriate mod-
eling methods. Purpose: to identify and compare the methods used in simulating the flight characteristics of 
unmanned aerial vehicles. Results: a model of spatial motion with six degrees of freedom (6DoF, Six Degrees of 
Freedom) was considered, a comparison was made of the main methods used to simulate flight characteristics 
(Euler’s method, the classic Runge — Kutta fourth-order method and the adaptive Runge — Kutta — Felberg 
scheme), route planning algorithms (A*, RRT*, genetic particle swarm algorithm and method. It has been es-
tablished that for most research problems, the Runge — Kutta method of the fourth order turns out to be a rea-
sonable compromise in accuracy and computational cost, while adaptive schemes are preferred in modes with 
different-scale dynamics. Recommendations are formulated on the selection of the method depending on the 
class of the problem and the permissible error. Practical significance: the results of the work are applicable to 
the creation of flight simulation software and the selection of a computing core for a specific class of unmanned 
aerial vehicles.
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