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Аннотация
Цель: Исследование деформаций и напряжений при решении задач контактной прочности при взаи-
модействии железнодорожного колеса и рельса. Методы: Приведены основные методы определения 
напряженно-деформированного состояния при контакте двух цилиндрических тел. Использованы по-
ложения теории деформации упругих тел в постановке плоской задачи теории упругости. На основе 
методов интегрирования системы дифференциальных уравнений в работе дано решение в перемеще-
ниях при выполнении всех граничных условий пространственной контактной задачи теории упругости 
при качении и скольжении упругих тел из одинакового материала. Были проведены эксперименты 
по определению коэффициента крипа при фрикционном качении катков в условиях сухого трения. 
Результаты: Показана методика определения напряженно-деформированного состояния в зоне кон-
такта с учетом зон скольжения. Выполнены расчеты составляющих напряжений аналитическим мето-
дом. Показано влияние нормальных и касательных сил на напряженно-деформированное состояние 
в зоне контакта. Показана опасность растягивающих напряжений. В данной работе, помимо силовых 
граничных условий, подробно формулируются и геометрические условия, которым должны удовлетво-
рять взаимные перемещения и относительные скорости скольжения элементарных частиц материала 
в точках поверхности контактирующих тел. Определены касательные усилия в контакте и линейная 
деформация от их воздействия. Получены значения коэффициента крипа в функции от коэффициента 
тяги. Практическая значимость: Полученные результаты подчеркивают значительное влияние трения 
на снижение контактно-усталостной долговечности образцов и будут полезны в прогнозировании на-
ступления отказа колеса или рельса при их взаимодействии.

Ключевые слова: Контактная прочность, напряженно-деформированное состояние, сцепление, трение.

Введение

Исследование деформаций и напряжений при решении задач контактной 
прочности занимает одно из центральных мест в теории контакта двух тел. Этому 
вопросу посвящено значительное количество исследований и работ как сугубо 
теоретического, так и прикладного характера, изложенных в многочисленных 
литературных источниках [1–6].
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Значительное внимание уделено обзору теории деформаций упругих тел, 
напряжений при контактном взаимодействии тел при нормальном давлении, 
а также воздействии касательных сил.

В соответствии с поставленной задачей для ее решения воспользуемся необ-
ходимыми положениями тех работ, которые способствуют выполнению целей 
решения задач по данной теме.

На основе методов интегрирования системы дифференциальных уравнений 
в работе [7] дано решение в перемещениях при выполнении всех граничных усло-
вий пространственной контактной задачи теории упругости при качении и сколь-
жении упругих тел из одинакового материала. Используя общепринятые допуще-
ния, в ней показано, что решение такой задачи может быть представлено суммой 
решений для нормальной и отдельно для касательной нагрузок. В этой работе, 
помимо силовых граничных условий, подробно формулируются и геометриче-
ские условия, которым должны удовлетворять взаимные перемещения и относи-
тельные скорости скольжения элементарных частиц материала в точках поверх-
ности контактирующих тел.

При этом учитываются не только упругие перемещения тел, но и линейные 
и угловые перемещения, совершаемые телами по отношению друг к другу (как 
жесткие тела). В этой связи вводятся в рассмотрение составляющие коэффици-
ента крипа по направляющим перемещениям Ux и Uy и спин αz, представляющие 
собой, соответственно, отношение линейных и угловой скоростей относительно 
смещения жестких тел к средней скорости перемещения обоих тел V.

Например, составляющая скольжения коэффициента крипа в направлении 
координатной оси X равна:

( )0 0
1 ,x

dU x x
V dt

+= ⋅ −

где ( )0 0x x+−  — это смещение нижнего 
При отсутствии перемещений вдоль оси Y и спина вокруг оси Z, а также с 

учетом упругих тангенциальных перемещений точек поверхности соприкасания 
нижнего U и верхнего U+ тел, скорость их относительного скольжения определя-
ется выражением:

( ) ( )0 0 ,x
dW x x U U
dt

+ + = − − − 

которое выразим следующем образом:

 
.2 2x

x x x
W du U E U
V dx

= + = +
 

 (1)
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Здесь Eх — это упругая линейная деформация в точках поверхности касания 
от контактных касательных усилий.

Разработанную в [7] методику применим к исследованию двумерной задачи 
о плоской деформации (в плоскости XZ) при качении со скольжением двух парал-
лельных цилиндров [8]. 

Размеры площадки контакта и распределение нормального давления Р по 
ней получаются такими же [9], как и в решении Герца, поскольку их зависимость 
от касательных усилий q весьма мала. При плоской деформации:

 ( )
1

2 22

2 22
 1 1 .

4 1 c
E a x xP P

a aV
 β= − = −  −   

(2)

Здесь полуширина полоски контакта:

 

28 (1 )  , N va
k
−=

πβ  
 (3)

где β — сумма главных кривизн контактируемых тел:

1 2

1 1 ,
R R

β = +

ν — коэффициент Пуассона.
Величина нормальной силы на единицу длины цилиндра:

 ( )
2

02 , 1
28 1

a

a

E a aN Pdx P
+

−

π β π= ⋅ = = −
− ν∫

 
(4)

где f — коэффициент трения скольжения. 
Вначале, при действии касательных усилий q на площадке контакта, рассма-

триваем случай [10], в котором скольжение имеет место на всей полоске контакта 
и в каждой точке контакта q пропорционально нормальному давлению P:

 

122 2 2

0 02 21 1  .x xq fP fP q
a a

   
= = − = −      

  
(5)

Чтобы это было достоверно, необходимо, чтобы скорость проскальзывания 
Wx для a x a− ≤ ≤  удовлетворяла следующему условию:

 
0.x x

xW V U fa
a

 = − β >    
 (6)
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Это условие выполняется, только если:

 
.x

xU fa fa
a

> β ≥ β
 

 (7)

Для значений xU fa> β  скорость проскальзывания Wx должна быть равна 
нулю именно в точке x = a, то есть на ведущем крае зоны контакта (по отноше-
нию к направлению движения цилиндров), и во всех точках контакта она остается 
положительной. При этом, согласно (1) и (6), относительная деформация от про-
порциональных касательных усилий q нормальному давлению будет равна:

 

1 ,  .
2 2

приx
x x

W fU x x a
V

 ε = − = − β ≤    
 (8)

Вне самой полоски контакта относительная деформация определяется выра-
жением:

 ( )2 21 .
2

дляx
x

x x
x

≥ α
ε = β − ± − −α  ≥ −α   

(9)

Касательные усилия в контакте и линейная деформация от их воздействия
Остановимся подробнее на задаче определения относительных деформаций 

E и контактных касательных усилий q в случае малого крипа.
Для положительных значений коэффициента крипа Ux, расположенных в 

интервале 0 xU fa> > β , у переднего набегающего края контакта возникает зона 
сцепления, тогда как у заднего края, сбегающего, остается область проскальзы-
вания. Обозначим координату граничной точки между зонами сцепления и сколь-
жения через с. Тогда 0xW >  в зоне скольжения, т. е. для x cα ≤ ≤ ,  0xW =  в зоне 
сцепления, то есть для c x a< ≤ .

Для того чтобы скорость проскальзывания (2x x xW V U= ε + ) была равна нулю 
в зоне скольжения, в зоне сцепления необходимо потребовать выполнения усло-
вия, при котором величина относительной линейной деформации в зоне сцепле-
ния была бы постоянной для c x a≤ ≤ :

 
const.

2
з.сц
хз.сц

xUε = − =
 

(12)

Тогда в зоне скольжения остается уже в качестве наибольшего слагаемого 
относительная деформация для  a x c− ≤ ≤ :

 
1 . 

2
I
x x

f xε = ε = − β
 

(13)
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Рис. 1. Касательные усилия и линейные деформации на площадке контакта 
ведущего цилиндра при наличии зон скольжения и сцепления

Знаки деформаций относятся к ведущему цилиндру, у которого в набегающей 
(передней) части площадки контакта частицы материала испытывают деформацию 
сжатия от касательных усилий. У ведомого цилиндра будет, наоборот, растяжение.

Деформацию (12) в зоне сцепления можно представить суммой двух дефор-
маций, одной из которых будет деформация скольжения 1xε  (13), а другой дефор-
мация скольжения:

 
2 1 1 .

2
дляII

x x
f x x cε = ε = + β − α ≤ ≤

 
 (14)

Здесь x1 отсчитывается oт середины участка сцепления, так что:

 
1 1,

2
a cx x x a a+= − = − −

 
 (15)

где через a1 обозначено (рис. 1):

1 .
2

a ca −=
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Действительно:

1 2  const .
2 2x x
f a cβ +ε + ε = − − =

Сопоставляя это с (12), приходим к заключению, что в зоне сцепления отно-
сительная деформация:

  
 . 

2 2 2
x

x
f a c Uβ +ε = − ⋅ = −

 
 (16)

Отсюда по известным параметрам , ,   иxU f aβ  может быть найдена коорди-
ната граничной точки С:

 

2 1. xc U
a f a

= −
β  

 (17)

Деформация (14) может возникнуть в зоне сцепления только при действии 
контактных касательных усилий [11]:

 

2
1

2
1

1 .II oz
xq q q
a

 
= = −   

  (18)

Однако направление усилий (5) и (18) должно быть противоположно, как и 
знаки деформаций (8) и (14). Так как деформация в зоне сцепления (16) представ-
ляет собой алгебраическую сумму деформаций 1xε  и 2xε , то действительная каса-
тельная нагрузка будет определяться разностью усилий (5) и (18), то есть:

  

1 1
2 22 2

1
0 22 2

1
.1 1зсц

x xq q q
a a

   
= − − −        

 (19)

Касательная нагрузка q2 (18) вызовет деформации и вне самой площадки ее 
действия, то есть при x1 < –a1 и x1 > a1 [12]. В последующем, при вычислении экви-
валентного напряжения, наибольший интерес будут представлять деформации 
при x1 = –a1, то есть x = с.

По аналогии с деформацией [9] можно записать формулу для деформации вне 
зоны сцепления [13], однако знаки следует взять нижние и изменить их на про-
тивоположные, поскольку направление q2 обратно направлению q по (5). Таким 
образом, будем иметь:

( )
1

2 2 2
3 1 12x

fE x x a
 β= + − = 
 
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2
21  . 

2 2 2 2
a c a c a cf x x

 − + −    = β − + − −          
(20)

Обозначим величину коэффициента крипа, при которой зона сцепления зани-
мает переднюю половину полоски контакта, то есть при c = 0, через Uxc. Из (16) 
при c = 0 получаем:

1
2xcU f a= β

и, следовательно:

 
1 .x xc

cU U
a

 = +    
 (21)

В дальнейшем нам понадобится величина продольного коэффициента крипа 
Uпр, при которой скольжение происходит на всей площадке контакта. Полагая в 
формуле (21) при c = а, будем иметь:

 2 .пр xcU U f a= = β
  

(22)

С учетом введенного обозначения полная деформация в зоне скольжения при 
x c≤  будет:

 

1
2 2 2

1 1 2 1 .
2

I II xc
x x x

U c c x c
a a a a

 
       ε = ε + ε = − + + + − − −               

   

(23)

При с = a скольжение имеет место по всему контакту, и это выражение при-
нимает вид:

1
2x f xε = − β ,

совпадающий с (8).
В точке с координатой x = с, то есть на границе между зонами сцепления и 

скольжения, 
2
xc

x
UE = −  , что совпадает с (16).
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Величина касательной силы, реализуемой в контакте

При скольжении на всей площадке контакта касательные усилия q (рис. 1) 
распределены по закону полуэллипса (5) с полуосями 0 0q fP=  и a [14]. Погонная 
касательная сила равна площади полуэллипса (рис. 1).

 
1 01 .

2 2

a

a

a aT q dx q fP fN
+

−

π π= = = =∫
 

(24)

При неполном проскальзывании касательные контактные усилия в зоне сце-
пления определяются разностью усилий (5) и (18). 

Вызванные этими усилиями деформации (8) и (14) подобны [15], ввиду равных 

угловых коэффициентов 1
2

f β , а, стало быть, подобны и полуэллипсам (5) и (18). 

Поэтому 0q  и 02q  должны быть пропорциональны соответствующим полуосям 
0q ak=  и 02 1q a k= .

Откуда получаем:

1
02 0

aq q
a

= ,

и, следовательно, суммарная величина касательных усилий будет равна касатель-
ной силе:

1
2 02.

2
aT qπ=

Тогда в соответствии с формулой (19) реализуемая в контакте касательная 
сила при наличии зон сцепления и скольжения [6–10] будет равна разности сил:

 

2

1 2 1 .
2

a cT T T f N
a

 − = − = −       
 (25)

При известных величинах реализуемых касательных сил [11–13] коэффици-
ент тяги определяется:

 
 . T

f N
ψ =  (26)

Из формул (25) и (26) можно получить иное выражение для с:

 ( )1 2 1 ,c a= − − ψ
 
 (27)
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приведенное в работе [3], а затем в [4] и других. Подставляя значение c в (17), 
выразим коэффициент крипа Ux через коэффициент тяги ψ, коэффициент трения 
скольжения f, полуширину полоски контакта a и приведенную кривизну β.

 
 1 1 1 1 .прxU f a U   = β − − ψ = = − − ψ      (28)

Можно было бы поступить и наоборот: значение с из (17) подставить в (27). 
В таком случае выразили бы ψ в функции от Ux:

 

22

1 .1 1 1
пр

x xU U
fa U

  
ψ = − − = − −   β     

(29)

Ясно, что (28) и (29) представляют одно и то же выражение, только одно раз-
решено относительно Ux, а другое — относительно ψ.

Экспериментальная проверка формул

Эксперименты по определению величины Ux были выполнены при фрикци-
онном качении катков в условиях сухого трения. Катки-ролики изготовлены из 
стали, закаленной на твердость HRC 62. Соприкасающиеся поверхности имели 
одинаковые радиусы R = 2,5 см и обработаны по 10 классу чистоты.

Контакт осуществлялся по полоске длиной 10 мм при величине погонного 
давления N = 180 кг/см. Момент сопротивления на ведомом катке, по величине 
которого определялась реализуемая в контакте касательная сила Т, создавался 
электромагнитным тормозом. Коэффициент трения при сухом скольжении поверх-
ностей оказался равным f = 0,32 [16].

Опытная величина Ux рассчитывалась по формуле:

( ) 1 1 2 2
0 0

1 1 2 2

1 .x
d W R W RU x x

V dt W R W R
+ −= ⋅ − =

+

Особое внимание было уделено параллельному расположению осей обоих 
катков. Опытная величина Ux, соответствующая определенному коэффициенту 
тяги ψ, приведена в таблице. Там же помещены вычисленные нами по формуле 
(28) расчетные значения Ux при двух значениях прU f a= β . Причем 0,4334пр 
U =
отвечает величине 0,01693 пнс смa = , вычисленной при 52 10  МПа
E = ⋅ , и более 
соответствует условиям эксперимента. Обычно используемая для длинных цилин-
дров формула плоского деформированного состояния (п. д. с) дает значение для 
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полуширины полоски контакта a = 0,01614 см, а вычисленная по ней предельная 
величина коэффициента крипа равна 0,4132прU = .

Расчетные значения  xU ′  для условий плоского напряженного состояния 
хорошо совпадают с опытными величинами U во всем диапазоне изменения коэф-
фициента тяги ψ. Несколько больше разница для xU ′′  при условии плоской дефор-
мации, однако и здесь результаты вполне удовлетворительны.

Экспериментальные и расчетные значения коэффициента крипа в процентах 
приведены в таблице. 

На рис. 2 приведена кривая опытных значений Ux, нанесены расчетные зна-
чения  xU ′  по формуле (28). 

Рис. 2. Экспериментальная кривая и расчетные (по (28)) значения коэффициента 
крипа в функции от коэффициента тяги

РЕЗУЛЬТаты проведенных экспериментов
T
fN

ψ = 0,20 0,40 0,60 0,7042 0,80 0,9007 0,9784 1,000

0cn
cU 0,04464 0,1000 0,1634 0,2000 0,2411 0,3000 0,4000 —

 xU ′ 0,04576 0,09769 0,1593 0,1977 0,2396 0,2968 0,3697 0,4334
 100%on x

cn

U U
U

− ′ ⋅ –2,50 2,31 2,51 1,15 0,62 1,07 1,6 —

xU ′′ 3,4362 0,09314 0,1519 0,1885 0,2284 0,2830 0,3525 0,4132

100 %on x

cn

U U
U

− ′′
2,28 6,86 7,04 5,75 5,26 5,67 11,6 —
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Для уточнения расчетной кривой при малых значениях крипа можно исполь-
зовать значение  d

dU
ψ  при 0xU → , что дает тангенс наклона ( )xUψ  при 0xU =

2 2tan 4,615
0,4334f aψα = = =

β
 и 77 77 'ψα = ° .

Заключение

Многочисленные попытки экспериментальной проверки формул (28) и (29) 
приводили к существенному расхождению опытной величины коэффициента 
крипа Ux по сравнению с расчетной. Причиной этому, по-видимому, является 
отличие поверхности реально контактирующих тел от идеально гладкой и совер-
шенно упругой, принятой при выводе расчетных формул. Из-за различия топогра-
фии поверхности вследствие микронеровностей материал поверхности приходит 
в состояние локальной текучести даже при незначительных нагрузках сжатия, 
вследствие чего тангенциальная податливость реальной поверхности выше, чем 
у идеальной. Это же обстоятельство существенно влияет на точность опытной 
величины коэффициента трения скольжения.
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Summary
Objective: Investigation of deformations and stresses in solving problems of contact strength in the interaction 
of a railway wheel and rail. Methods: The main methods for determining the stress-strain state at the contact 
of two cylindrical bodies are given. The provisions of the theory of deformation of elastic bodies are used in 
the formulation of the plane problem of the theory of elasticity. Based on the methods of integrating a system 
of differential equations, the paper provides a solution in displacements when all boundary conditions are 
met of the spatial contact problem of the theory of elasticity during rolling and sliding of elastic bodies of 
the same material. Experiments were carried out to determine the creep coefficient during friction rolling 
of rollers in dry friction conditions. Results: The method of determining the stress-strain state in the contact 
zone, taking into account the sliding zones, is shown. Calculations of the stress components are performed 
by the analytical method. The influence of normal and tangential forces on the stress-strain state in the 
contact zone is shown. The danger of tensile stresses is shown. In this paper, in addition to the force boundary 
conditions, geometric conditions are formulated in detail, which must satisfy the mutual displacements and 
relative sliding velocities of elementary particles of the material at the points of the surface of the contacting 
bodies. Tangential forces in contact and linear deformation from their impact are determined. The values of 
the creep coefficient as a function of the thrust coefficient are obtained. Practical importance: The results 
obtained emphasize the significant effect of friction on reducing the contact fatigue life of the samples and 
will be useful in predicting the occurrence of wheel or rail failure during their interaction.

Keywords: Contact strength, stress-strain state, adhesion, friction.
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