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Аннотация

Цель: Исследование напряжений на поверхности контакта при взаимодействии железнодорожного 
колеса и рельса от нормального давления и касательных усилий при наличии зон сцепления и скольжения 
разных размеров. Методы: Приведены и используются для расчетов формулы для эквивалентных и 
касательных напряжений для плоской деформации и плоского напряженного состояния. Особое внимание 
уделено исследованию напряженного состояния в пограничных точках контакта цилиндров, для чего 
параметры рассчитаны в точках поверхности контакта на границе между зонами скольжения и сцепления. 
Результаты: Выполнено исследование распределения эквивалентных напряжений в зоне их максимальных 
значений, установлена зависимость от коэффициента трения. Показано распределение напряжений на 
поверхности контакта ведущего цилиндра от нормального давления и от контактных касательных усилий 
при наличии зон сцепления и проскальзывания для различных соотношений между ними. Полученные 
результаты выявили рост напряжений на границах участков скольжения и сцепления, влияние отсутствия 
касательных усилий или наличия полного проскальзывания. Практическая значимость: Данные 
позволяют точнее прогнозировать снижение контактно-усталостной долговечности образцов и могут 
быть полезны при исследовании появления микротрещин колеса или рельса при их взаимодействии. 
Физическое моделирование при взаимодействии тел качения, таких как рельс и колесо, которое 
выполняется при актуальных нагрузках, скоростях взаимодействия, различных коэффициентах трения, 
при скольжении или сцеплении с определенной достоверностью воссоздает действительные условия 
взаимодействия колеса и рельса, а результаты помогают прогнозировать надежность пары колесо — 
рельс на железнодорожном транспорте.

Ключевые слова: Напряженное состояние, эквивалентное напряжение, касательное напряжение, 
коэффициент трения.
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Введение
Известно [1–5], что на поверхности контакта 

двух цилиндров возникает сложное напряженно-
деформированное состояние, требующее тща-
тельного изучения. Это очевидно вследствие 
того, что при длительном взаимодействии тел 
при качении с трением возникают всевозможные 
дефекты — это и трещины и выкрашивания, сме-
щение металла и т. д., которые могут приводить 
к серьезным последствиям. В частности, говоря 
о контакте таких тел, мы имеем в виду модели-
рование взаимодействия пары колесо — рельс. 
Поэтому существует и значительно развит ана-
литический аппарат для изучения вопросов, свя-
занных с контактными задачами, но в последнее 
время на помощь исследователям приходят все-
возможные расчетные комплексы, помогающие 
в моделировании процессов взаимодействия тел 
качения [6–15]. 

При компьютерном моделировании учиты-
ваются и геометрические, и физические нели-
нейности материалов тел качения, скорость, 
усталостные характеристики, можно учесть и 
динамические параметры.

Очевидно и то, что физическое моделирование 
при взаимодействии тел качения, таких как рельс 
и колесо, которое выполняется при актуальных 
нагрузках, скоростях взаимодействия, различных 
коэффициентах трения, при скольжении или сце-
плении и т. п., весьма информативно. Эти иссле-
довательские процессы с определенной досто-
верностью воссоздают действительные условия 
взаимодействия колеса и рельса, а результаты 
помогают прогнозировать надежность пары 
колесо — рельс на железнодорожном транспорте.

Напряжения на поверхности контакта
При классическом аналитическом подходе к 

рассмотрению проблемы взаимодействия в кон-
такте двух тел исследуются составляющие напря-
женно-деформированного состояния с учетом 

геометрии контакта, и это является традиционно 
важным.

В предыдущих трудах [4, 6, 7, 10] мы уделяли 
всестороннее внимание рассмотрению напря-
женно-деформированного состояния при кон-
такте двух тел качения, и поэтому будем поль-
зоваться ранее полученными результатами. На 
их основе построено распределение напряжений 
(рис. 1). Здесь показана зависимость напряжений 
на поверхности контакта ведущего цилиндра от 
нормального давления P и от контактных каса-
тельных усилий при наличии зон сцепления и 
проскальзывания (для различных соотношений 
между ними). Поскольку напряжения q

xσ  и q
xzτ  

в несколько раз меньше максимальных значе-
ний напряжения p p

x zσ = σ , то точка с наиболь-
шим эквивалентным напряжением будет распо-
лагаться около центра пятна контакта, а именно 
на границе зон сцепления и проскальзывания, то 
есть при x c= . 

В зоне сцепления ( )x c≥  упругая деформа-
ция ведущего колеса сопровождается возникно-
вением нормальных напряжений, подчиненных 
закону Гука. С учетом этого запишем:

0

1
2

1 1 .
4

q
x x

xE E

Ea c cf fP
a a

ν σ = ε = − =  
β    = + = +      

пд пд

� (1)

Касательные напряжения в зоне сцепления 
определяются формулой: 

1
0 0 0 ,

2
II a a cq q fP

a a
−= =

которую можно привести к виду:

2 2

0 2 21 1 .q
xz

x x c x cq fP
a a aa a

 τ = = − − + − −  зсц� �
� �
� �(2)
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Используя соотношения [2, 3], умножая линей-
ную деформацию от контактных касательных 
усилий на 0пд �E fP= , получим формулу для нор-
мальных напряжений зоне скольжения ( )x c≤ :

2

0 1 2 1  .q
x

c x x c cfP
a a a a a

       σ = − + + − + +            
�

�

�

(3)
Полагая в них x c=  и вводя обозначение

,
 

x c U
a
= =

получаем для напряжений в пограничной точке 
такие выражения:

( )0 1 ;q
x fP Uσ = − +

2
0 1 .q

xz fP Uτ = −   (4)

Подставим их в формулу для эквивалентных 
напряжений для плоской деформации:

( )

( )

2

0 2

2
2

1 2 1   
2

.
2

q
x

q
qx
xz

xP
a

 σ σ = − ν − ± +
  

 σ+ + τ 
 

пд
экв

�� (5)

Для плоского напряженного состояния:

( )
22 2

0 2 1 .
2 2

q q
qx x

xz
xP f
a

   σ σ σ = − ± + +     

пнс
экв �

�

(6)
Будем иметь для пограничной точки:

( )

( ) ( )

2

0

2 2

11 2 1
2

 1 4 1 .
2

UU f
P
f U U

σ + = − ν − ± +  

+ + + −

пд
экв

�� (7)

Рис. 1. Напряжения на поверхности контакта ведущего цилиндра от нормального давления  
и касательных усилий при наличии зон сцепления разной длины
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Для последующего анализа и вычислений 
перепишем (7) в таком виде: 

( ) ( )

( ) ( )

2

0

2 2

2 21 2 1 1

(1 ) 4 1 1 2 .

U U
fP f

U U A B

 σ = − ν − ± + + 
 

+ + + − == − ν +

пд
экв

.

Слагаемое A в опасной точке 
24

x fU
f

=
+

 

достигает своего максимума, равного при 0,15 :f =

2

max
14,371

.
2

4
1

1 ,371
f

A
f
+

= ± =




Слагаемое B в этой же точке равно B = 2,266, 

тогда как при 0
1
3

U =  его значение максимально 

2,309.B =max

При малой разнице между этими значениями 
слагаемого B с небольшой погрешностью можно 
принять, что максимум эквивалентного напряже-
ния (7) будет в точке:

2
,

24

af ax c f
f

= = ± ≈ ±
+

то есть приближенно в два раза ближе к центру, 
чем при полном скольжении. При 0,15f =  и 

0q
xσ < :

( )
0

0,15 1 2 0,3 14,371 2,266
2

0,602;
P

σ = − ⋅ ⋅ + =  

=

пд
экв

[ ]
0

0,15 14,371 2,266 1,248.
2P

σ = + =
пнс
экв

В случае 0q
xσ >  получаем соответственно 

0,541 и 1,098. Таким образом, на границе между 
зонами сцепления и скольжения у ведущего 

цилиндра эквивалентного напряжение примерно 
на 8 % больше, чем при полном проскальзыва-
нии. Однако этот вывод справедлив при коэффи-
циенте крипа:

( ) .1 0,538
2

x
x

v
v U v= + =пр

пр

Определенной величине коэффицента крипа 

xv  соответствует лишь одно значение c U
a

= ,
 

принятое нами выше.
Учитывая приближенность определения мак-

симума σэкв , были выполнены его вычисления 
при 0,15f =  непосредственно по формуле (7) 

для различных отношений cU
a

= . Результаты 

приведены в табл. 1, а их графическое изобра-
жение представлено на рис. 2. При этом две 
верхние кривые предназначены для плоского 
напряженного состояния, а две нижние — для 
плоcкого деформированного состояния.

Для плоского напряженного состояния в 
формуле (7) было принято 0ν = . Графики 
подтверждают правильность приближенного 
анализа как о величине максимального σэкв , 
так и о месте его расположения. Вблизи мак-
симума в интервале ( )0,4  0,65xv v= − пр  напря-
жения изменяются весьма незначительно. Мак-
симум σэкв  у ведомого цилиндра имеет место 
при малых отрицательных с/а, то есть при 
более низких значениях коэффицента крипа. 
Различие в величине σэкв  у тонких дисков и 
длинных цилиндров при качении с проскаль-
зыванием снижается примерно до двух раз, по 
сравнению с контактом без трения, составляю-
щим 2,5 раза. 

С увеличением коэффициента трения f эквива-
лентное напряжение (7) существенно возрастает. Так, 
при 0,3 f =пнс  максимум 00,807Pσ =пд

экв  (для 
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плоского напряженного состояния 01,504Pσ =пнс
экв )  

располагается в точке при 0,1483x cU
a

= = , 

когда .0,576xν = νпр

По сравнению с величиной эквивалентного 
напряжения 00,4Pσ =р

экв  для плоской деформа-
ции и 0Pσ =р

экв  для плоского напряженного 
состояния в контакте без трения увеличение, 
как видим, произошло в 2 раза. При качении 

ТАБЛИЦА 1. Значение 
0P

σэкв  в точках x = 0 на границе между зонами сцепления и скольжения при f = 0,15

x cU
a
−= 1 0,5 0,24 0,18 0,12 0,06 0 –0,1 –0,1 –0,2 –0,2 –0,5 –0,9

1
2

xV u
V

+=
пр

1 0,75 0,62 0,59 0,56 0,53 0,5 0,5 0,4 0,4 0,4 0,3 0,1

0P
σпр

экв

 
0xσ <

 0P
σпнс

экв
0,3 0,56 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,5 0,2

0,3 1,15 1,237 1,24 1,25 1,25 0,24 1,2 1,2 1,2 1,2 1,0 0,6

0P
σпр

экв �
 

0q
xσ >

 0P
σпнс

экв
0,3 0,47 0,52 0,53 0,53 0,54 0,54 0,5 0,5 0,5 0,5 0,8 0,24

0,3 0,93 1,05 1,07 1,08 1,09 1,09 1,9 1,9 1,1 1,1 1,0 0,49

Рис. 2. Значения эквивалентных напряжений в точках x = c поверхности контакта  
на границе между зонами скольжения и сцепления
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с полным проскальзыванием при этом же 
0,3f =  ранее было установлено возрастание 

лишь в 1,79 раза [6–8]. Следовательно, напря-
женное состояние материала на границе между 

зонами сцепления и скольжения является более 
опасным даже по сравнению с полным про-
скальзыванием и в два раза опаснее контакта 
без трения.

ТАБЛИЦА 2. Значение 
0P

σэкв  в центре полоски контакта (x = 0) в зависимости от xV
Vпр

 при f = 0,15

cU
a

= 1 0,5 0,24 0,12 0 0 –0,125 –0,24 –0,5 –0,9

1
2

xV u
V

+=
пр

1 0,75 0,63 0,56 0,53 0,5 0,4375 0,38 0,25 0,05

0P
σпр

экв  0xσ <  
0P

σпнс
экв 0,55 0,553 0,559 0,566 0,57 0,593 0,544 0,518 0,473 0,414

1,15 1,156 1,171 1,186 1,194 1,243 1,183 1,152 1,096 1,018

0P
σпр

экв � 0q
xσ >  

0P
σпнс

экв 0,55 0,548 0,543 0,541 0,539 0,533 0,49 0,473 0,443 0,408
1,15 1,144 1,132 1,121 1,116 1,093 1,081 1,038 1,020 1,003

Рис. 3. Значения эквивалентных напряжений в точках x = 0 при f = 0,15 
в середине полоски поверхности контакта
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Эквивалентные напряжения в середине поло-
ски контакта (x = 0) незначительно отличаются 
от максимальных σэкв  только для таких условий 
контакта, при которых c/a близко к 0,5. Однако их 
проще вычислить при разных соотношениях c/a 
между размерами зон сцепления и проскальзыва-
ния, то есть в функции от коэффициента крипа 

./xv vпр  Результаты этих вычислений приведены 
в табл. 2 и изображены кривыми на рис. 3 при 

0,15.f =
Наибольшими они будут при ,0,5xv v= пр  

когда зона сцепления занимает всю переднюю 
половину полоски контакта. Наименьшая их 
величина будет при 0.xv →

В качестве поясняющего примера приведем 
вычисление σIII

экв  в середине полоски контакта 
(x = 0) дисковых образцов для 0,876 .c a= −

При таком с/ц.п.к. (центр пятна контакта) рас-
полагается в зоне сцепления. Имея в виду, что у 
ведущего образца напряжения q

xσ  от касательных 
усилий в зоне сцепления, сжимающие согласно 
формуле (3), имеем :

( )0 0

0

1  1 0,876

0,1 ;24

q
x

cfP fP
a

fP

 σ = − + =− − =  
= −

0.q
zσ =

Пусть cU
a

= . Касательное напряжение опре-

делим по формуле (4), которая примет вид :

( )2
0 01 0,06405 ,q

xz fP U fPτ = − =

при x = 0.
От нормального давления:

0.p P
x Z Pσ = σ = −

Из-за наличия касательных напряжений сум-
марные нормальные напряжения p qσ = σ + σ  
уже не будут главными. Последние вычисляются 
по формулам [1–3] и при x = 0 принимают вид:

Для плоской деформации:

( )
2

2
3,2 0 ;

2 2

q q
qx x
xzP

   σ σσ = − ± + τ   
   

( ) 02 .
2

q
x

x y x z P
 σσ = σ = ν σ + σ = ν − 
 

Для плоского напряженного состояния надо 
принять 0.ν =

Тогда эквивалентные напряжения:

( ) ( )01 2 .
2 2экв

q q
qx x
xzP

 σ σσ = − ν − + + + τ 
 

Вычисления по этой формуле (для п.н.с. надо 
принять 0ν = ) для трех значений f приведены в 
нижеследующей табл. 3.

ТАБЛИЦА 3. Напряжения (отнесенные к P0) при плоской деформации, плоском напряженном состоянии и экви-
валентные в зависимости от коэффициента трения

f 0,15 0,20 0,25

0/ Pσпд
экв 0,4171 0,4228 0,4285

0/ Pσпнс
экв 1,0227 1,0302 1,0378

0 0 0

1 2
3 3P P P

σ σ σ
= +

пд пнс
экв экв экв 0,821 0,8278 0,8347
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Исследование эквивалентных 
напряжений в зоне их максимальных 
значений

Точки (с абсциссой x
x

xU
a

= ) наибольших  
 
эквивалентных напряжений близко расположены 
к центру полоски контакта (для сокращения — 
к ц.п.к.). По-видимому, и разница между величи-
нами напряжений в этих точках будет невелика 
не только при f = 0,15, но и при других реальных 
величинах f [11, 12]. Проверим это предположе-
ние вычислениями эквивалентных напряжений 
в ц.п.к. и максимальных значений для некоторых 
f. Для случая скольжения на всей площадке кон-
такта эквивалентное напряжение определяется 
формулой [6–8]. Приняв x = 0, найдем для ц.п.к.:

0
1 2 .

пд
экв f
P

σ = − ν +   (8)

При наличии зоны сцепления на передней 
половине площадки контакта эквивалентное 
напряжение на границе между зонами сцепления 
и скольжения выражается по формуле (7):

При 0x c U
a
= = =  будет иметь для ц.п.к.

( )
0

1 2 (1 0,5 1,118 .)f f
P

σ = − ν ± +
пд
экв   (9)

Эти напряжения существенно зависят от коэф-
фициента трения скольжения f. Вычисленные по 
этим формулам цпк

эквσ  для плоской деформации и 
для плоского напряженного состояния при 0ν =  
в формулах (8) и (9) приведены в табл. 4. Там 
же приведены и максимальные эквивалентные 
напряжения, вычисленные по формулам [6–8] 
при скольжении на всей площадке и при наличии 
зон сцепления и скольжения.

В табл. 5 даны отношения величины экви-
валентных напряжений при соответствующем 
коэффициенте трения эквfσ  к 0эквσ  по форму-
лам (10) для ц.п.к. при наличии зон сцепления и 
скольжения [9, 10].

Заключение
Из приведенных данных следует, что при 

малых с/а: 

ТАБЛИЦА 4. Значение максимальных эквивалентных напряжений 
0

экв

P
σ

 и в центре полосы контакта  

При 
коэффиценте

трения 
скольжения f

При скольжении на всей площадке При наличии зон сцепления  
и скольжения 100 %

σ
σ

− σ
⋅

сксц ск
макс макс

сксц
максп.д. п.н.в. п.д п.н.с

max в ц.п.к. max в ц.п.к. max в ц.п.к. max в ц.п.к. п.д. п.н.с.
0,1 0,502 0,500 1,105 1,100 0,533 0,532 1,164 1,162 5,8 5,1

0,15 0,554 0,550 1,161 1,150 0,602 0,598 1,248 1,243 8,0 7,0
0,20 0,608 0,600 1,220 1,200 0,669 0,664 1,332 1,324 9,2 8,4
0,30 0,716 0,700 1,344 1,300 0,807 0,795 1,504 1,485 11,3 10,6

Примечания. При полном отсутствии касательных усилий на площадке контакта эквивалентное направление в ц.п.к. 
является максимальным и равно:

0

0, 4
P

σ
=

пд
экв  и 

0

1,0.
P

σ
=

пнс
экв

  
(10)
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– напряжения в ц.п.к. меньше максимальных 
всего лишь на величину около 1,5 %;

– эквивалентные напряжения при наличии зон 
сцепления и скольжения могут оказаться больше, 
чем при полном проскальзовании. Так, при 

0,05 / 0,148,c
a

=  когда ( ) ,0,525 / 0,574xU U= пр  

эта разница составляет, соответственно, (5/11) % 
[11, 12];

– с увеличением коэффициента трения f напря-
жения существенно возрастают в сравнении с 

эквσ  по формуле (10) при отсутствии трения.
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0

fσ 
 σ 
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Summary
Purpose: Investigation of stresses on contact surface during interaction of a railway wheel and rail from normal pressure 
and tangential forces in the presence of adhesion and sliding zones of different sizes. Methods: Formulas for equivalent 
and tangential stresses for plane deformation and plane stress state are given and used for calculations. Special attention 
is paid to the study of stress state at contact boundary points of cylinders, which parameters are calculated for at contact 
surface points at boundary between sliding and adhesion zones. Results: The study of the distribution of equivalent 
stresses in the zone of their maximal values is carried out, the dependence from friction coefficients is established. The 
distribution of stresses on contact surface of a drive cylinder from normal pressure and from contact tangential forces in 
the presence of adhesion and slippage zones for different ratios between them is shown. The obtained results revealed 
the increase in stresses at the boundaries of sliding and adhesion sections, the effect of absence of tangential forces or 
presence of complete slippage. Practical importance: The data make it possible to predict more accurately a decrease 
in the contact-fatigue durability of samples and can be useful in studying the appearance of microcracks of a wheel or 
rail during their interaction. Physical modeling of the interaction of rolling elements, such as a rail and a wheel, which 
is performed at actual work loads, interaction speeds, various friction coefficients, at sliding or adhesion recreates with 
certain reliability actual conditions of interaction of a wheel and a rail, and the results help to predict the reliability of a 
wheel-rail pair in railway transport.

Keywords: Stress state, equivalent stress, tangential stress, coefficient of friction.
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